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L' EDITORE 

ALLA STVMOSA CIOVEKTlIt. 



XJo scrivere cfeile buone Istituzioni non è Io 
stesso die lo scrivere un luion lilìrn . Quanti e 
quanti scrivono delle buone opere ; ma non lunino 
tutte le qualità , onde scrivere de’lnioni clementi 
pel vantaggio della stwliosa Gioventù:. Il Signor 
Boucharlàt sembra dotato di tutte le qualità per 
agevolare colle .sue opere ratatcmatidic-alla studiosa 
gioventù lo studio delle scienze esatte ^ divenuto 
tanto necessario a tutte le professioni , per P in- 
fluenza che vi esercita Egli ha pubblicato fi- 
nora gli, elementi rii calcolo difièrenziale ed in- 
tegrale , gli elementi di meccanica, e la teoria 
delle curve , c delie superficie di secondo gra- 
do. Queste istituzioni sono preziose per la scel- 
ta del metodo , per quella delle dimostrazioni , 
e per la brevità .. Il rapido spaccio, che se ne 
la , e le continue richieste che giungono a’ li- 
brai da 'tutte le parti, giustificano il merito di 
queste isliluzioni. Perciò, onde fare cosa grata 
alla studiosa gioventù, mi sono impegnato a da- 
re la prima vei’sione italiana di queste opere , 
per l' eleganza , cd esattezza della quale non ho 
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risparmialo mozzo . Usoiraimo prima alla luce 
gli olcmcmti di calcolo (lillcroiizialc , oil iiilc- 
gralc , che già sono sodo i torchi ; sc'guiraimo 
gii clcmcnli tli meccanica ajoililica ■, c(l indi la 
teoria delle curve , c delle caperficie di secon- 
do grado . Io nd impegno di dare la versione 
delle riinancnli parli dclh; malcnuiliche , appe- 
na l’ autore le pnlJdichcrà. 





- ‘ PREFAZIONE 

DELL’ AUTORE. 

Nella Storia delle conoacenxc umane vi sono delle 
epoche , ?iclle quali il genio dopo di essersi elevato 
(die jnà sublimi astrazioni , sembra arrestarsi per (inai- 
che tempo ne' suoi voli , per prendere ben pixstn nuo~ 
va forza , e distinguersi con una {li ij nelle scoverte che 
cambiano la faccia della scienza. 

Cosi Cartesio coll' applicazione dell '/ilgcbrn alla 
Geometria , si apri una strada ignota a' suoi Predeces- 
sori , e Sewton e Lcihnitz riempirono di maraviglia 
la dotta Europa coll' invenzione di un' analisi superio- 
re ancora alla Geometria di Cartesio. 

ISon vi fu giammai scovcrta che onorasse più lo 
spirito umano ; C infinito , questo essere ideale , parve 
sottomesso al calcolo., ed operar de' prodigii . Invano 
qualche Filosofo cercò di sparger de' duhii sulFcsat- 
iczzti {li un' {inalisi così singolare : essi non poterono 
contrastarne i risultamcnti , e non fecero eh' eccitare' i 
geomvtìi a meditar di vantaggio sulla vera metafisica 
de' nuovi calcoli . Newton , il primo , penetrò ijucsio 
mistero , considerando il calcolo differenziale , come 
il rneUulo {Ielle prime ed ultime ragioni delle quanti- 
tà , o altrimenti , come il metodo de' limiti del loro 
rapporto '. 1)' Alembert presentò le idee di Newton , 
come mrehitidendo la vera metafisica {lei Calcolo dif- 
-ferenziale , e dimostrò che col metodo de' limiti si può 
dare una spiegazione soddisfacente di quello delle flus- 
sioni degl Inglesi , ponendo da banda ogni consùlc- 
razione {li movimento , idea .straniera al Calcolo dif- 
ferenziale . Postcnormcnte a D' Alembert , molti Geo- 
metii , e tra gli altri Consin , hanno esposto 
scrini il metodo de' limiti -, ma questo non ha ricevrt- 
' ta tutta la sua chiarezza , che dopo di cs.ss'.rc stato ilt- 
mostrato per mezzo del teorema di Taylor-, fu allora, 





-e. \ 
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che « dissiparono interamente i dubiti die potevo 
^nascere deUa metafisica speciosa dd metodo degl' inr 
JìnitameiUe piccoli , metodo che può essere riguarda^ 
"^to , come una specie di abbreviamento di quello de' 

Jl metodo degt mfirutamente piccioli non e piu , 
sotto questo rapporto , che un mezzo più spedilo per 
trovare i differenziali delle diverse /unzioni : esso im- 
prime questi differenziali nella nostra memoria , per 
mezzo di Jiguie geometriche ridotte alt ultimo grado 
di semplicità , e che parlano ,<dt imaginazione più 
delle idee astraile . , „ 

Questo metodo infine diviene indispensabile nelle 
alle parti della Meccanica , e delt Astronomia , nel- 
ia aitale , senza il suo soccorso , la risoluzione de' pro- 
blemi divorrebbe sovente di lut estrema complicazione'-, 
perciò i nostri grandi geometri ne Janno sovente uso 
. nelle parti più sublimi de' loro scritti. 

- Questo metodo ebbe altre volte ardenti difensori , 
nella sua stessa metafisica , poicchè , se non si abban- 
dona una certa serie di proposizioni , sembra di ave- 
re in tutto il rigore matematico , e di dipendere na- 
turalmente da un principio fondamentale. 

Questo principio è stato rìguardato finora come 
una specie di assioma', ma il punto di veduta , sotto 
il quale esso ci fa considerare t infinito , presentando- 
ci delle consesuenze difficili ad essere ammesse , io ho 
creduto doveno dimostrare , dando per base al meto- 
do dcgC infinitamente piccoli , un altro principio , il 
ijuale fondato egualmente sulle nozioni che noi abbia- 
^ delt infinito , soddi/a pia aila ragione., coll'idea 
de' limiti, che tacitamente racchiude. 

Se il metodo de' limiti rende esatto quello degt in- 
Jinitamente piccoli , rettificando ciocché può esservi di 
difettoso in quest' ultimo , quello di^ I^grange nulla 
più lascia a desiderare al metodo de' limiti , con far 
dipendere i concienti differenziali dall' Algebra pura. 

Questi tre metodi possono dunque considerarsi , per 
coti dire , come /adendo parte di un solo : perciò pa- 
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ragonandoli , si riconosce che i principii , i quaU ne 
deridano , loro sono comuni , e che per comprenderli 
tutti , non bisogna che aggiugnere poche cose a quello 
de' limiti . Il metodo di Lagrange riducesi allora in 
certo modo ad un teorema , che io ho renduto estre~ 
mamente facile con delle modificazioni , che ho fatto 
nella sua dimostrazione. 

Io non mi sono meno occupato a presentare sotto 
un aspetto favorevole le diverse teone , di cui si com- 
pone questo Trattato. Come nelle mie altre opere Ma- 
tematiche , vi ho sviliqjpato tutte le operazioni , fmr- 
suaso che non consiste nel supprimerle , che un Auto- 
re uuò dare un'idea più vantaggiosa dalla profondità 
delle sue conoscenze j e eh' esso noA dee esser giudi- 
cato , che dalla maniera colla quale espone le sue 
idee., e dalle vedute più o meno nuove sparse ne' suoi 
scrini . 

A queste considerazioni io aggiugnerò y che , da che 
un autore si assoggetta così a non omettere veruna 
idea intermedia , a forza di precisione si possono so- 
lamente evitare le lungherie tanto nocive alt insieme di 
una teoria ; e la dijficoltu diviene più graude ancora , 
quando una parte deW opera è destinala a tender ra- 
gione delle cose. , 

Dalla moltitudine delle teoriche trattate in quest' opera, 
si giudicherà ancora meglio degli ostacoli che io ho 
dovuto incontrare, dopo di essermi assoggettato a que- 
ste leggi. Tra le addizioni , che io fio fatto a questa 
nuova edizione , citerò i Punti singolari ^ i Massimi 
e Minimi delle funzioni di due variabili , le Curve 
Polari , la Teorica della Fariabile indipendente , le 
Soluzioni particolari dell equazioni dijfiereniiali , la Cu- 
batura de' corpi terminati da supetjicie curve , e la 
quadratura di queste supefeie le condizioni d“ inte- 
grabilita delle funzioni di tre variabili , f L'quasioni 
differenziati. Ji secondi ordine , t Equazioni timuka- 
nee ecc. \ infine ho terminato quest'opera con una teo- 
rica dell' equaziom diffèrenziali parziali, facendo qualche . 
considerazione generale sulle funzioni arbiU^arie , che 
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rendono compiiti' i loro integrali . Ciò mi ha por- 
talo a dare la dimostrazione di un metodo , di cui si 
uso per determinare la funzione arbitraria , eh' en- 
tra in una equazione , allorché son date t equazioni di 
condizione . 

/ maniera colla quale, considerando Ic'supcifcie 

curve , ho trattata questa quistionc importante , c ana- 
loga a quella che ho impiegalo rispetto alle costanti 
arbitrarie. Perciò colli ajuto delle curve ho dimostrato, 
come un' equazione , essendo diff erenziata , c poi inte- 
grata^roi può trovare la stessa costante , che la dif- 
Jcremiazionc arca fatto sparire , quistionc , la quale , 
a mia conoscenza , non era stata ancora discussa. 

Il Calcolo differenziale , c t Integrale , essendo , più 
di ogni altra parte delle matematiche , composto di 
Zina mcdtituddne di teoriche , che sono sovente indipen- 
denti le une dalle altre , lu) creduto dover indicare con 
caratteri più piccoli le cose che possono essere tia- 
scurate nella prima lettura . Perciò (luctli che voglio- 
no fare uno studio poco pn fondo dell'alta Geometria, 
potranno 'consultare le sole parti più elementari di que-'' 
st' Opera -, mentre che quelli che desiderano acquistare 
delle conoscenze più estese , dopo di essersi famiglia- 
rizzati co' principii , percorreranno con più frutto le 
(dire parli. 




Tutfo ciò che nell’ originale è scrino con caratteri 
più piccoli , qui sarà distinto dal segno ** posto iniianri 
f»l paragrafo. 
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CALCOLO DIFFERENZIALE. 




Dcìla differenziazione delie /juantità Al", 



I- Una vàriaLilc dicesi funzione di un’ allea , allor- 
ehe la prima e eguale ad una feria espressione analitica 
della seconda ; per esempio y ò funzione di .r nelle se- 
guenti cfjuazioni 

3^.r * , y-J!l ^ y^l^cx ’ . 

2 . Consideriamo una funzione nel suo sialo di accre- 
scimento , in virtù di quello della vai ial.ile , eh’ essa rac- 
chiude : ogni lunzione di una variahile a- potendo cs- 
scr rappresentata dall’ ordinata di una cun-a RMM' 
hg. X , siano dunque AP=.r , e Pi\I=y- le coor-' 
dinale di un punto M di questa curva , e*^ supponia- 
mo , die 1 ascissa AP riceva un accrescimento PP’-A- 
1 ordinata PAI diverrà P'M'rrj'. Per ottenere il valo- 
re di questa nuova ordinala, si vede dunque, che Li- 
sogna cambiare r in X + h nell’ equazione della cur- 
va, el valore che allora questa equazione determinerà 
jier y , sarà quello di y'. 

Per esempio se si avesse P equazione i~m.r ’, si 'a- 
vrebbe y cambiando x in x-f /z , il che darebbe 

f =:mx^ +7.mxk-^mh * 

3. Prendiamo ora l’ equazione 

... (i) . 



Fig-». 
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CÀLCOLO differenziale 

e supponiamo che j divenga f , allorché A diviene 
x 4 -A; si avrà . , , ni 

. ' 

c sviluppando , 

Se da questa equazione ne togliamo l’ altra (i) , resterà 

e dividendo per A , si avrà 

^=3ar’+3aA+A*... ( 2 ) 

• h 

Vediamo qual conseguenza possiamo dedurre da ciò: 
y'__y rappresenta V accrescimento della f “* 

virtù del’ aumento A dato ad x ; poicchè la diflerenza 
y—y è quella del nuovo stato della grandezza di y 

rispetto al suo stato primitivo . 

Da un’ altra parte 1’ accrescimento di x essendo h , 

«e segue che l’espressione , é il rapporto dell’ 

accrescimento della funzione y a qudlo della variabile 
X. Esaminando il secondo membro dell equazione ( 2 ), 
si vede che questo rapporto tante piu diminuisce , 
quanto più dimhiuisce A , e che, allorché A diviene 
nullo, esso si riduce a 3x*. 

y-J . 



Il termine 3x ’ è dunque U limite del rapporto — ^ 

a questo termine esso sempre più si avvicina a pro- 
porzione che si la diminuire A . 

^ 4 . Nell’ ipotesi di Ax:o, divenendo ancor nullo J accre- 
scimento di y , il rapporto si riduce a ^ i e 

per conseguenza V equazione ( 2 ) diviene 

l:^3x’... (3) ' • 



DIFFUENZIAZIONE DELLE QUAHTITA’ ALGEBRICHE 1 1 

• Questa equazione non ha niente di assurdo , poicchè 

r algebra c’ insegna che — può rappresentar^ ogni sorta 

« 

di quantità . D’ altronde è noto che dividendo i due 
termini di una frazione pei- uno stesso numero , questa 
non cambia di valore ; ne segue perciò che la piccio- 
lezza de’ termini di una frazione non influisce per nul- 
la sol suo valore , e che perciò essa può restare la 
stessa , aliorchò i suoi termini sono giunti all'ultimo 
grado di piccolezza , cioè allorché sono divenuti nulli. 



La frazione — die si trova nell’ equazione (3) è un 

simbolo che ha rimpiazzato il rapporto dell’ accrescimen- 
to della funzione a quello della variabile ; come que- 
sto simbolo non lascia alcun segno di questa varia- 
bile , rappresentiamolo con ~ ; allora — ci farà co- 

i» àx 

noscere che la funzione era ^ , e la variabile x Ma 
dj' e dr saranno parimente riputate per' nulle ^ c 
noi avremo 

^=3a:*... (4) : 

0 piuttosto il suo valore 3x ’ è il coefficiente dif- 
ferenziale ddla fuiuione y . 

Sm Osserviamo, eh’ essendo ~ il segno che rappresenta 

il limite 3x ’ ( come lo mostra l’ equazione (4) ) ,djc ^ 
dee esser sempre situato sotto d^. Intanto per facili- 
tare le operazioni dell’ Algebra , si può momentanea- 
mente fare svanire il denominatore dell’ equazione (4), 
e si avrà ’dr . L’ espressione 3o: ’dx è il diffe- 

renziale della funzione y . 

6, Cerchiamo ancora il differenziale della funzione 
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CALCOl-u uir i 

/74-3t’ . A tal ometto , bisogna fare x=ix-^h nell’ equa- 
zione j-=rt+3.£ ’ i cambiando y in y' questa equazio- 



iic divenà 






dunque =Gx+3/i ; eguagliando h a zero , ne ri- 



sulta 



_dy 



=z6x : 



Dunque il difrcicnziale cercalo i »b =6a:d.;r. . 

7 . Per terzo esempio , ccrcliiamo il dilicrcnziale Ui 
y—ux 5 facciasi .x— .r-j-/z 5 sostituendo avremo 

y— (,,xJq-3a.£'/<+3a.x7< ’-j-a/t’ — ; 
dunque sarà 



.^ -1 =z Zax H3rt.x/i-f-«/z’ j 
h 



passando al limite si avià 



±= 3«x‘ 



Questo ò il coefficienlc diire^cnziale della funzione pre- 
posta j il dilì'ei-cnzialc sarà . , . 

dj— 3ax’da'. 

8. Proponiamoci di trovare ancora il differenziale di 



J- 



j— 



1 — X 



•, facendo la divisione , si trova r ; 

meitcndo ,x+/< in luogo di x , ed y' m vece di y -, 
si ottiene 

ed ordinando per rapporto ad h 

j 't= 1 -j- a'+.x ’-f ('xa--f- i)/t + /z’ } 
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DIFFERENZIAZIOSE DELLE QUANTITÀ’ ALGEBUICIIE l 3 
dunque sarà 

^^=2a:+i+Aj 

passando al limite si ha ~ ; dunque il dif- 



ferenziale di 



I—* 






Q. Prendiamo ancora per esempio 

— 2«’)(.x’ — 3a’) ; 

sviluppando si ha 

’ X ’ -\-Ga * ; 

sostituendo r-\-h ad ,r , ed }•' ad y , ed ordinando in 
seguito risjictlo ad h , ne viene 

y'— F ■* — órt ’.r’+()rt yr‘ — io«’.r)/t 

-f (G.r ’ — 5rt ’)A '-|-4.r/r '-j-A 

dunque sarà 

lort ’.x-f(Cu’— ' J 

a 

passando al limite si ha 

«!> 



<ÌAf 






r moltiplicando per rlx , si trova che il dilTcrcnzialc c 
dj~(4.r ’ — iort’x)d.c . 

IO. L’ espressione d.r è essa stessa il diirercnzialc di .x; 
poiché sia _^y=:.r , si ha y'=zx-\-h\ dunque v’ — ■yx.lt , 
c passando al limite , Jopo di aver diviso per h , si 

trova j dunque dj=:d.x' . 

Nello stesso modo si trovcrehhc clic il dilTcrcuziale di 
(t.v è tnìx . 



*4 



CALCOLO D}FfERENZIALi: 



1 1 . Bisogna osservare , rhc qualclu;voha T accresci- 
mento della variabile è negativo ; in questo caso basta 
di sostituire x—h ad j; , ed ojierare , come preceden- 
temente si è fatto . 

Cosi per trovare il diifereazialc di , quanda 
r accrescimento è negativo , si sostituirà x — h aa x , C 
si avrà 

y'—ox dtfx ’ k^^axh *— oA ’ j 

t perciò 

~ ^ = — 3(tx*-J-3flxA— iiA * ; 
h 

j 

passando al limite si avrà -3«x* , e perciò 

d)'=:— 3flrar’dx . Si vede clic si b» lo stesso- risulta- 
mciito , con supporre dx negativo nel diffirenziide di y 
calcolato lu-ir ipotesi di un accrescimento positivo. 

12 . Prima d'imioltrarci di più , facciamo un’ osser- 
vazione essenziale , ed è che se in una equazione della 
forma y~j'x ( cioè yzz funzione di x ) si cambia x 
in x-}-A , e che dopo di aver ordinato per le potenze 
di A , si trova lo sviluppo seguente 

j '= A-J-BA-f-CA ’-j-DA ’-f ecc., 

si ha sempre . Infatti , se si fa A=o , il secon- 
do membro si riduce ad A : riguardo al primo , co- 
rno noi non abbiamo segnato eoa- un accento y , se 
non per indicare che y subiva un certo cambiamento, 
allorché x diveniva x+A •, bisognerà che sapprimiama 
r accento di v , allorché A sarà nullo , per cui 1’ e- 
quazioiie si ridurrà ad 

* j=A. 

i3. Da ciò noi ne dedurremo il modo di rendere ge- 
nerale il metodo della diflerenziazionc. Infatti se neU’e- 
quazionc j =yx , nella quale si è supposta nota 1’ espres- 
sione rappresentata da fx , siasi sostituito x-f-« *<1 
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DIFFERENZI AZIOWE DELLE QDAHTITa’ ALGEBRICHE ' l5 



X , e che dopo di aver ordinato per rapporto alle po» 
tenze di A , si sia ottenuto lo sviluppo seguente 

o piuttosto , dietro ciò che si è detto nell' articolo 
Iprccctlcntc t 

ecc. , 

si avrà , togliendo da questa l' equazione primitiva 
V— y=BA+CA*+ ecc. 

« perciò 

^^-^=B+CA-|- ecc. , 
h 

* passando al limile • Dal che ne conchiudia- 



mo , che il coefficiente differenziale è eguale al coef- 
ficiente del termine che contiene la prima potenza di 
h nello sviluppo di _/(r+^) ordinato per rapporto alle 
potenze ascendenti di h . 

i4' Se in luoTO di una funzione y , che cresce in 
virtù di un accrescimento dato alla vavial)i!c x , noi 
avremo due funzioni differenti , che rapprescntcìcmo con 
y , e z ; sostituendo in esse x-f A ad x , diverranno 
y' c z' ; ordinando in seguito per rispetto ad k , po- 
tremo supporre. 

y=j+AA-f*BA’-f« ecc. ... (5) 
3'=a+A'A+B'A*-p ecc. ...(6)j 

passando a) limite si trova 




in seguito uioltiplicando l’ equazioni (5) e (6) runi 
per l’altra avremo 



zy=:zj^-J- AzA+BzA ’-f* ecc. 
•i-A^A-pAA’A’-^ eec. 
*f B/A‘4- *cc. 5 
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CALCOLO DIFrEREKZIALE 



i6 



E perciò 

ccc. ; 

e pas.?anJo al limile 



d.zf 



=Ac + An- ; 



metTendo invece di A cd A’ i loro valori dati dall’ c-» 
«jua/.ioni (?) , nc verrà 

dry _idy , yds 
lix d* ' dx ’ 

e loglicndo il div^orc comune da’ si avrà 
d.=r=2d_r+jd: 

‘^icc'iì: per avere il diJJ'crcnzials tli un prodotto di 
due variabili , biso"ua mutliplicarc ciafcbediina di case 
pel dijjerenzinle arlC altra , e sonmiurc i prodotti . 

i5. Per iiie/./o di ijucsla ri-gola , si Iroverà facilmen- 
te il diilercnziale di un prodotto di tic variaiiili. 

Sia, per esempio ) facciamo ) /=i, avremo dj-r;«r:d./M, 

Or da ciocchi precede si ha 

d.//rr:/dtt-}-rrd/... (,S) ; 



c poicchè /— v; , si ha d/c:i'dc-}-rdv ; meltendo duur 
qiic quesii valori di 2 c di dt iicll’ equazione (^8), essa 
si cambierà in 

d.vF«=:i’C(h<-{-/r/dc-|-rrx;dj^ . 

Si vede che la stessa regola sussisle ancora pel pro- 
dollo rii tre varialiili , cioè ohe bisogna scrivere il pro~ 
dotto Yzit , c rimpiazzare sucrcssìuamcnlc ciascuna 
variabile per mezzo dcl^ suo diJJ'ercnziale , c somr 
mare questi jirodotli 

if). La stessa regola Iia luogo per un maggior nu- 
mero di \ai'ia!;iii. 

ij. Abbiamo vrdulo, art. io, che il diilercnziale di 
ax era adx ; dunque allorché in un prodotto vi è una 
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DlFFEREKZtA 7 :iONE DELLE QIIAXTITA' ALGEDRICHE. 17 

costante , basta di prenderne il di(T<Tenziaic , come -e 
la costante non vi tosse , e nioitiplicare in scijuito per 
la costante medesima . 

Per esempio, si troverebbe che il diirerenzialc di axy 
è n.rdr-t-o’.V'd.f. 

18 . 11 dillerenziale di una costante è o ; poiché sia 
^~nx-\-ì> ; operando conlc nell’ art. ^ , si trova d) — od'r, 
e questo risultamenlo è lo stesso, che se non vi foss'e 
stato adatto costante. 

IO. Il didercnzialc di una frazione é — • 

. y y* ^ 

poicché snpponianre --=z, avremo .x—j-z ; dunque, 

art.i f, d.xr:yd;'+;rdv, da cui ne tiriamo )-d~dx — ^d)-; 
meltcudi) il valore di s nel secondo membro , ne vcr- 



ràj'd~dx — — dy ; rldneeiulo allo stesso denomiua- 

y 

4 1 Vy . , J 4 f ydx—xdy 

torc , ne verta dz::^ — , cioè d — -, 

y ' y y'' 

no. Se neìr equa/.ionc d v c«:z:> rd<7-f v«d;-PE«dv , 
art. J 5, si dividano tuli’ i lernóni per j-.z£z , si oUelii 



Ò.yZu dw d* dj> 

yzu “ tt z ^ ■ 

In generale dividendo il ditli'rcnziale del prodotto di 
iin nmnero qualunque di variabili per lo stesso prodeU- 
to , si troverà 



àxyztu ec. 
xyztu ec. 



dx . dy dz . ét d« 

■ -j-' 1 1 ecc. ( 9 ). 

X y, z tu 



Se j , c , t , « , ccc. sono egua'i ad ,r ed in nu- 
mero m. , si avrà nel secondo membro di questa equa- 
zione un numero //i di termini eguali a ; questo 



secondo membro si cambierà dauque in 

2 




e 1 ' e- 



I 
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BirVKlKNZIA/.lONE DELLE QUAINIITa' ALCJ-lBRICnE. ()4 

» facendo passale il divisore .r ad esponente , si avrà 

e - — 

di — — > X ^ dx 

q 

e questa espressione è la stessa di quella che si saroix. 

? 

bc avuta , prendaado il dUTermiziale di. j— x^ per mez- 
zo. della; regola u, ° ai. ■ 

Per dimostrare il caso , iiv cui. 1 ' esponente è negaj* 



eroe >'=: 

xP 



ti-vo. ^ sia j~x 
bi regola delle fracioni art. 2 1 , 



dv=-: 



XP-XP 



y iliU'crenziando.col- 
avreino. 



Osservando, che rnnitiV, come grandez/.a costante» 
siGii ha dilTcìffluiale , questa- cspiessioiic riducesi a 



d)--— . 



cflottuando la diffiircnzia/ioiic indicata art. 21 , si. avrà 

— vv.r^~'d.x p-^i—zp 

av=: — — — j).x, di-= — ju.r dx. 



come si- sarebbe anche avuto, facendo uso della rego- 
la n,° 21. 

2Ì. Se i radicali; s' indichino con e.sponenti frat- 
ti. , la; regola de! 11.“ 21 potrà servire a difTeren- 
ziarc le quantità irra/.ionali. Per escnvpio , per trova- 
le il dilfcrcnziale di V^x si scriverà x* , il cui 

diderenziaie sarà -jx *^^dt — , il che c’insegna , 

2 V T 

che per avere il differenziale della radice quadrala 
di .una cfunnUta raiiaùiJe , ùi.iogmt dividere il di,- 
fferenzifde di questa quaulita pel dojipio del radicale . 
2-'f. Qualche volta la luozion*; v , c la vaiiabile x 
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IO 



non sono dati da una stessa e(|nn/ione Per <-sempio, se 
si avessero 1’ e(juazioni , ed ii—or -, il primo mez- 

zo, che si prcsenlerebLc, per ottenere il coe(ìicientc dif- 



ferenziale 



dy 

dV 



, sarebbe <|uelIo di eliminare ii tra queste 



due equazioni , onde jolerxi applicare il metodo della 
dilierenzia/.ioiie •, ma senza l ieorrere a (jiiesta operazione 
preliminare, si jiuò ottenere immediatamente il coeflTi- 



cisnlc diireren/.iale 



djt 



come apjiarirà dalla seguen- 



te dimostrazione. 

Sujiponianu) clic nell’ equazione lizzar mettasi .r 4 -h 
in luogo di .«•, e clic allora n divenga n+k , e elle 
<li più, sustiluendo //-f /> ad u nell’ equazione , 

la lun/.ione _>• divenga )' ", se si sviluppino le funzio- 
ni di n e di .r ]ier l ispello alle potenze de’ loro aeere- 
scimenti , la s.osiitu/ione <li x-\-h in vere di ,r nella 
Imizione n , <i darà eec. ; 

E la tistifuzione di u-xh in luogo di a nella fun- 
zione y , ci darà 

yzzy-\]ik-\-j)'V ecc. 5 

dunque 

ecc. 

IVrohipIicaiiclo (paste ci[na/.ioni termine a tenninc si 
a\ là 




^ =;(//-f/<7.+/'"ù'+crc.)(i/-}-,//r-f<7''A--fccc.). 

fi primo tmiiibro di questa equazione può ridursi 5 
poiceliè r aceieseimento di n essendo rappresentato da 
K , è ( j,na!c ad a — u : per conseguenza si avrà 



( 
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DlFFEnENZIAZIOM: nF.LEE QUAKTITA’ ALGEBRTCnfe. Si 
y—y u‘^u_ y'—y u'—u _ y‘—y _ J~y . 
k h h k h h 

c mcltcìido X — r iu luogo di h , l’ equazioitc prccc-* 
dente divenà , 



’^cc.)(j>yp'h-i i>"k ’-j-ccc.). .. (i i). 

Allorcliè k i zero , 1; parimente svanisrc ( poieeliè 
K 11011 lia acquistalo T acciescimciitu U ,se non pcrcliò 
X è di \ciiuto. ; per coiisegucn/.a nel caso di h—O, 
eh’ è quello del limile, 1’ equazione (ii) si cambia in 

d/ , , 

Per deteminare p c q , bisogna supporre h c k nulli 
nell’ equazioni (io) , e queste daranno 

ày da 

Sostituendo questi valori di p c q nell’ equazione 
(la) , si avrà 

dy òy du 

dx àu ' dx ' 

Questo risullameiilo e’ insegna , che se si hanno due 
equazioni y=i}ii , ed , e clic da esse si tirino i 

valori de’ cucllìcienti diiicrctiziali , 

da 



(i3) 



e , basterà 



dx 



moltiplicare tra di loro questi valori per aver quel- 



lo di 



: 



dx 



25. Per esempio, se si hanno 1’ equazioni 
ed si troverà 

=z6u , =3r •, 

du àx 



r 




Digitized by Google 







CAI.COLO DIFFF.BENZIALE 



K |>erciò , moltiplicando cjocst’ c(juaziorW termine a 
■termine si avrà 

• ^ z:&u{ \r ’-f ^ r)=6 (.r ’ -^a.r ’ )(3.r ’ -f-strtx). 

« 

26 La forriKila (1?)) i di grande uso per difFeren-. 
aiare espressioni complicate ; diamone qualche esempio; 

1.® Cerchisi il diflferenziale di y='y^ tz’-pa-’ ■ que- 
sta ricerca riducesi a trovare il coefficiente dififerenzia- 

• A tal oggetto, facciamo a’-fa,-’=:u, si avrà 

1 

=;V’«=I/» ; e r equazioni jr=^u , «z=:pr,art. 24 , so- 

^ I 

>»o qui rappKiscnIate pc; , u^a ’-^-x’. 

Differenziando quc.vt’cquazioni , art. 2r , si trova 

*=t(« +.r ) ; 

«ndliplicando questi coefficienti diflèrenziali , ai Iia 
' dy 






=ar(«’-far’)~» =: 






Sia ancora j=:(a-f tr")* ; per trovare il differenzia- 
U , facciamo ; aviemo l’ equazioni 



u^a-^l/x" : dunque ““ '=n(a-\-bx'") 



m\U — ». 



do 
djr 

cienti differenziali , si avrà 



■bmx'"~' ' : moltiplicando tra di loro questi 



^=bmnx” - ’(a4-bx”y “ > . 
d« 



,a^. Per terzo esempio sia 
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BlFFEREKnAZIONE DRLLF. QUANTITA’ ALGEBRICHE,' a3 

Supponiamo b crn (i4)', 

duiique Y^{n->r \/‘ //)*... (i 5). 

Diliercnziando 1’ equazione (i4) i avremo 

, Z(XÌX 

d "= ^.-1 

dunque 

àu ^cx 2C 

d* X * * * * 

L’equazione (i5) da 

d/=4(«+V"«) ii)=4(rt+V'/0 i 

e mettendo per u il suo valore , si avrà 

moltiplicando questi coeflicienfi dilTercnziali , si ha in 
fine 

V(4-^) • 

Si potrebbe ancora prendere per esempio 
J"— (rt-fV"j)’ , e si troverebbe 

ày 3(a-fV^,r)* 

dx ay^.r 

a8. Occorre spesso difTerenziare la somma di piu 
funzioni di una varialiilc ; benché , da ciocché precede, 
i evidente che questo differenziale c eguale alla som» 
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24 

ma Jc\rufcr.'ii/.iali di ([ucsto fiinzioiii ; pure non tia- 
sciimcino di diiiiostraie questo teoieiiia. 

Sia dunque 

(fii- ; 

mottendo x-\-h in Iiioj^'o di x in queste funzioni , si 
avrà 

y:xf i'4' ^ d ccc. -f ’ 4- ve' . 

p t' 4 -t!/e 4 ^^‘^^ 4 ' ve. ; 

duni|uc 

j'-K=(A 4 l 34 C)/. 4 -(A'+B'+C) 4 ’ 4 - ec. ; 

passando al limite , si avrà 

^=A+B4C , e d) =Ad.r 4 -Bd.r+Cd,r . 

dx " • 

Or A,B,C essendo i termini niolliplieati |>er le pri- 
me potenze di h in'"li s\i!u|i]ii di f(.L-\-h) di F(.r-f^//) 
c di 9 (i' 4‘/0 5 sedile che Ad.r4-Bd.r4-(àlx rappre- 
senteranno la somma de’ diUerca/iali delle proposte 
funzioni . 

29. Termineremo ciocché precede con una osserva- 
zione , eti è che r espressioni , le quali tlilIVriscono per 
soli termini costanti , hanno lo sle;so diliercnziale. 

tàisi m.i 4 -/Z , ed /na4'«.r^4'<^V — /zd hanno 

lo stesso diircienziale : ciò è eviticnie , poicchè il dil- 
lercnzialc di oj^ni termino costante è eguale a zero. 

De' dijjcrenziali successivi, 

3 0. Sia V una funzione di ,r , diflerenziandola , tro- 
veremo un risultameiilo della forma yzd.x(yz essendo una 
quantità , che può. contenere la variabile .r ) . Se p 
contiene x, si potrà dilferenziare anche y» , eil avremo 
un risultamento della forma ryd.r ; operando nello stesso 
modo per rispetto a q , si troverà un risultamento della 
forma /dar j perciò yadr, rydx , /da ec. sono tliUereuziali 
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teorema di MACL.VUniN. ■ 

successivi (li y . Per esempio , sia , si troverà 

(f^— dunque sarà : Diircreiiziando 

di nuovo , si lia d/;zi 6 aad.x 5 dunque si avrà (j—dnXf 
e diUerenziando ancora , si avrà d(/=:tì;(d.i' , e perciò 
r=tia . Ullerionnenle inni può più aver luogo la dii- 
fcrcn/iazionc , poiccliè Oa è una costante. 

L' equazioni dj-=;xd.r , d;x:=(/d.x , d^/=,dx , dividen- 
do per dar , danno rispettivamente 




àp 

dx ’ d.» 



=rr. 



Dopo di aver ottenuto r/ per mezzo di due differen- 
ziazioni successive , dividendo in ogni volta per da.’ , 



(i Y 

rappresenteremo questa operazione con — ed avremo 

da’ 

d’j 

— similmente differenziando di nuovo, e divi- 



d.r = 



ày 



dendo per da, avremo j e così in seguita. 



dj è il primo differenziale di y 
d^y n’è il differenziale secondo 
d’j n’c il terzo differenziale ; c cosi in seguito, 

. Teorema di Maclaurin. 

3i. Sia j una funzione di a; ordiniamola per ri-* 
ppctto ad X , e supponiamo 

J=A-j-B.z-j'Ca;’-^Dx^+E.z: *-f- ccc (i6) j 

differenziando , ed ordinando per x , si troverà 
-|L=B-|-2Cx+3Dx: ’+4ExH cc. 






ìlx 



-=2C-l-2.3D.r-J-3.4Ex*4' cc, 




.A 



a6 



ccc. 
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*!— |Kc+ c‘c. 



Rappri sfutisi con (j ) ciocclic tlivicnj , allorché .r=o; 

con (— ) ciocché ilivicru; , quando ar=o 

dx ' 



con (ì-*-) ciocché divit'iie — , quando x=o , 
d.r ' 01 " 

e così in appresso; l' equazioni precedenti daranno 

0 )=A , (;'->-)=B4fe=aC , 



’ Ma- 

dalie quali ne dedurremo 



A-z ^ r-’ D-- !- 

A-(j) , ’ C_i- ^ J , ^ j , , 

sostituendo questi vqlori ncH'cquazionc (i 6 ) 5 essa di- 

^(/)+(*)«+i(0>-+ ( 0)*‘-('7)^ 

Questa è la formula di Maclaurin 

3a. Per prima applicazione , prendiamo yr:— — j 
diflcrenziando troveremo 

dj I 

di- ~ ^.r)' ’ 

difffienziando di nuovo , troveremo successivamente 

d ’y 2 d ’y _ 3 

dx’ ’ dx* ~ (a+x)*^ 

• ... dy . d’y 

dunque facendo .te=o ne’ valori diy,di 

troveremo 
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TEOREMA DI MACEAURISI. ’l'J 

a a-*’ 

sostituendo questi valori nella formula ( 17 ), si otterrà 

I I • X X* x’ 

a-^x"~ a a* o’ « ♦"*" 

33. Per seconda applicazione prendiamo 

< 1 ; si avrà 
dy , -1 1, 

- f àx) ■^=- ~ÌÈ^L= 

• ■dx* a a V^(a’+M’ 

a a a v/(a’-f-Ax) ‘ 

•Se noi facciamo x=o, questi valori diverranno 

, N , ,nT ,ày‘ t .b dV . 

dx a a dx a* 

‘ Sostituendo nella formula (<^) questi valori di (x)» 

. (-^) , «cc. sì*' troverà . ' ' 

r bx é’x’ , ft’x’ 

V a’ 4 ix=«H r -| — — ecc. 

aa > 8a* loa’ 

34 * Per terzo, «aempioi prcudiaiuo ^(a>4*x)'” ; dif- 
fnenziando troyei^o 

■iw I . ^ . r ^ 

. 0* • • ! -t ' - 1 
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28 



calcolo diffeuexziale 



tl, 



^ = tn(in — i)((t-|- 



cPy- 

tl.. 



Y — m(jii — i)(w< — * 5 



facendo X—O , si avia 






^dx 
-d -y 



)=m(m— I )(m— 2)a" ’ 5 

JUCS 

nell’ equazione (17) , si trova 



(1^ ' 

Sostilucndo questi valori di (j) v(^)» (jp") 



in — I. 



(a+xT~a’"-\-ma”- 'x+m{—^)a x ’+ 



m-i. m — 2. «-J 

K— ) (— > 



X ’+ ccc. 



Della differenziazione delle (juantità trascendenti. 

35 . Si cliianiano quantità trascendenti quelle clic 
sono affette da esponenti variabili , da logaritmi , da 

3 G. Sulle prime proponiamoci di differenziare a* 
Sia dunque yzz:a’‘ cambiando x in a:+« , ed y 111 , 

questa equazione diverrà 

O piuttosto y=a"^« : 

' Bisogna dunque sviluppare questa espressione per ri- 
spetto alle potenze A\ h \ or affmclii; a* possa svilup- 
parsi per mezzo della tormula del binomio , io laiò 
<j— i-b^j per cousegnenza a* diverrà 
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DiFPEr.EIfZIAZIOKE DELLE QDAKTITA’ TnASCENUEMTX ^9 

(i+i)‘ =1 + /^— 0— 
ò ’ 

^/Z(;^_l)(/i_2)^+ eC. (l8). 

Si ordinerà per rispetto ad /x ; ma senza efTcl Inai e que- 
sta operazione , come noi non abbiamo bisogno che 
de’fcimini moltiplicati per la prima potenza di * , 
osserveremo che se nel prodotto della l'orma Ai(« 

(/i — a)(A — d)ec. ; la parte (/i — i)(/x— 2)(A 1) ecc. c 

composta di n fattori , il suo sviluppo , ..ielvo la te^ 
rica deir equazioni , sarà della forma n -|-A/z ^ -H 
B//_ ; il termine N, si comporrà dal 

prodotto de’ secondi termini — i, — 

iiomii //—I , h—'i ccc. ; or puicebe 

(h—?)(h-i), ec. =//(//'’ 

è evidente che il termine il quale conlieiie la prima 
potenza di h in questo prodotto sarà IN/x , o , P«:» 
ciocché si è detto qui sopra , ( — >X — '’X •djeccft, 
d'onde può concliiudersi , che per trovare nello svi- 
luppo (iH) i termini alfelti della prima potenza di A, 
nc’ tennini complicati di esso , cioè comuiciando 
dal terzo , si formeranno nel seguente modo i ildle- 
renti coefficienti di li : il coelticicntc di '/i si coni- 

porrà dal prodotto de’ numeri sottratti da H mol- 

tiplicati per nel terzo termine ; per nti 

quarto , e cosi in seguilo. 

Segue da ciò clic 

a^=j +(ó~- V-\ ec)/i+ termini in A’-f tcrnu- 

^ a * d 



ni in A ’ , ec. 






y p 

Rappresentiamo J con A . si^a- 
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\ià U-rmiiii in /z’-f- foiniini iiv A’ , «C.; 

^()stiluclu^o ijurslo valoid iU!ir<-<|oazioiK‘ , que- 

ffa divmà yz=.a“-lri\a’lt-^ termini ia A‘4- termini in, 
A’ , ec. -, 

Se ne fogliamo l’equazione primitiva ^ si avri, 
y — teimini in h'-\- termini in h,’ , oc. j 
passaialìLi ni lanits , si avrii 

da* 



tly . , , “tt 

--=Aat, noe -^_-Aa* ... (,g). 



La costante A, dipende dà aj.poiccbc so n.elIVqna-' 
zions 

/,» LI 

_ A={J__ + ,_„.), 

si inette per b il suo valore a—i si troverà 

— 0 ■ 1- — 2 "^ecc. ... ( 2 o).:- 

3^7. Per determinare il valore della coslante A , ccr~ 
chiamo col teorema di Maelauiiu , lo svilieppo d£ 
a’‘ y avieino 



dv 



d,i 



— Aa*- 



d V Ada*- ^ Aa'dx . , 

-T-^ = — — =A— — -=A’a* 

d.r d.r da: 

d* V 

, . . A a* cc. 

aa’ 

Facciamo .r—a, troveremo (j)— a^rrt , ( A , 

^ d.r 



d’v 



*- A% ( |-^,)_A ' ec. Sostituendo questi valori 
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DIWERENZIAZIONE DETLE QUA^TU a' TRASCKM)I::SH 3 I 
nell’ equazione (ij) , tioveicmo 
Al A’x’ 

rt'=lH 1 1 T- + cc. j 

' 1 J .2 ■ 1 .2. .5, 



facciamo 




questa equazione diverrà 



- Il 

flAr=i + i+- 1- + cc. ; 

1.2 1 . 2.0 

chiamisi e il secondo membro di questa equazione , 
essa si cambia in 



a^zzc , dalla quale si ha «rze* ; 
jneiidcmlo i logarilmi si ha 

lag(l=i<i"e‘‘~\l<.ge j dunque 
. In:: a 

A^-^- ...(2l). 

lugC^ 

Il numero e , il cui valore si iia per mezzo dell’ e- 
quazione 

I ] 

e =1 + 1+ 1 y-+ cc. 

1.2 I..2.0 



è la base scelta da Ne/zcro per calcolare le sue ta- 
vole de’ logaritmi. 

Come la serie i + 1 + ~+ ec. è assai convergente, pos- 



siamo limitarci a prendente i dieci primi termini , cd 
allora si troverà con molla approssimazione 

e=2, j 182818. 

Se. il logaritmo di à nel sistema neperiano rappresen- 
tisi con La , si avrà 



3a 
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<t=(2,7 

La 

e più scmpliccniciilc a— e j dunque si avrà lagazz 



lo. 



La da cui si ha Lur:— ciocché riduce l’cciua- 

lugc 

zionc ( 21 ) ad A— La , per cui 1’ equazione (ig) di- 
verrà 



da' 

di' 



zza” La ( 22 ) . 



De tUJJcraiziali logaritmici . 



38. Sia X il loj^aritnu) di y nel sisleina della 1)3- 
sr a, si avrà rt', e perciò (3j) dj— Aa*d.r,da cui 
si ila 



ha* Ioga 
log* ' 



a* 



. 

Ioga ’ 



e come a’=y ed i=logy , 1' equazione precedente 
diverrà 




Quando i logaritmi si 



log^ 

• Voga- 

prendono nel sistema 



nep. riano , 



■^• = . i dunque 
toga 



allora sarà 



«lù'gj 



y 
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, DII'FRRENZU/.IDHE delle FtJRZlSKI CIRCOLARI. 3j 

De drffcrenziali'dc seni , coseni ed ahre linee 
' trigonometriche , o de dijjerenziali 

delle funzioni circolari. . ^ 

3(). fj' arco J più grande del suo seno , c più pic^ 
colo delta sua tangchte . 

Por dimostiailo I l' ig. a.) sia AB un .irco , die Iia Fig a 
BE ])or sono , c DA pel' langenic, e prendiamo Par- 
• co AB' eguale ad AB (Jonsiderandh la corda BB* . 
come, una linea retta , BB‘ è" più corta dell’ arco BAB': 
dun<]uc la retta BE , che è la iiielà della corda BB' è 
■* più corta dell’ arco BA metà dell’arco UAB',daI clic 
ne ri.siilla che il seno è minore dell’ arco cui appartiene. 

Per dimostrare che la tangente è' maggiore dell’ arco, 
noi ahhiaino- 

Aja del triaugolo DD'Oj^ aja del settore BAB'C , 
o , mettendo r espressioni geometriche di queste a)c , 

, DD‘. — r- AC> arco BABi. — AC i, 

a 5s 

suppriniendo nell’ una c l’ altra parte il fattore conni- j 
ae -fAC, resterà 

.DD’> arco BAB', ' 

prendendo la metà , si avrà * 

DA>- arco BAf 

4o. Risulta da ciocché precede , d e il limite del 
rapporto del seno all’ arco i l’ luiiià ; poicchè allorché 
l’arco h rappresentato da AB diviene nullo , il scuo, 
confondendosi colla tangente , a più forte ragione si 
confonderà coll’ arco , eh’ è compreso tra la taugeulc, 
ei seno mede: imo-, per eenseguenza , nel caso del R- 

« 

. sen/t smk * 

mite, SI ha r=— .-=t* 

arc.ù « 

.3 
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4i. Pcr trovare, il clifTcrciiziàlc del, seno, il cui are® è 
X , supponiamo clic ijiiesl' arco riceva un accrescimen- 
to h : or sappiamo dalla tigonouietria clic 

scn(.r4 /■i)::;scn.iCo.'7t-l-‘»‘^“/'cos.r... ( 9 . -A) 

quindi sarà 

sen(.x-j-//) — seiwr _ ^cnarcos/j+seir/icosa^-— sena: 



scna(cos//-i) , scn^cos.r ^ 

’T ■ T"- 

Quando h diviene* o , cos^ — i diviene ancora nul- 

]p g — L riJucesi a — : converrà perciò di 

’ h • a \ ■ 

mcltcri; solfo altra forma questo leimiii»; a fai oggetto 
]' equazione seti ’ //-f-cos 'Aji 1 da cosV/ — i— — sea 'A , 
o (cosA— I )(co.sA-^ 1 — scii ’A , da cui si lia cosA— i 

7-— ■ sostituendo questo valore neU'cquazione 

cosA+i 

(ad) , questa diverrà 

. 1 

senf.T 4 A)— fcn.r scnA senA scnAcosx 

=-scB.r — + 7 .■•(^ 4 ). 

A cos« T I A « 

sciiA scnA o 

Nel caso di A— o , si Ira —\—zzi, e — - — = — _o ; ' 
A cosA-J- 1 a 



dunque l’ equazione ('.t'j) si ridurrà a 

V 

d.tcn j 
da,- 

dsenr = d,rcos,r. 



fcn r 1 * > 1 -1 

- - - =cos,r , d Onde si ha 

al - 
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4 a. In questa dimostrazione il ra^'o delle tavole 
è stalo preso per unità j ma se si vdesse il differen- 
ziale di un seno , allorché il raggio è a. , invece d’ 
impiegare F equazione (22) , si farehhe uso di quest’altra 

, scnTCOsA4-sen^cos.r 

scn(a:-f-A)= — , ^ 

a 

Nel caso precedente , bisognerebbe dunque restituire 



la costante a , Il clic darebbe drenzr:— , pel dif- 



ferenziale del seno di un arco , il cui raggio è 0 . 

*’ 4 ^- II differenziale di sena: si può avere dietro consi- 
derazioni {Geometriche; poicchè sia AB ( Fig. r ) rar-Flg.i. 
co X , B'F r arco h , la pcipcndicolare BP sarà s» n.r, 
e r altra TQ .sen(a-t-//) ; ciò posto quanto più Tarco 
BT=A diminuisce , tanto più P angolo TBC tende a 
divenir retto ; per conseguenza nel caso del limite , si 
jmò considerare l’angolo TBC come retto ; allora il 
triangolo TBD diviene simile all’ altro BCP , poicchè 
in questa circostanza questi triangoli hanno i loro lati 
perpendicolari l’uno all’ altro ; perciò si avrà la seguen- 
te proporzione 

G BC I CP=BT : TD , 
o 

T : cosr=BT : scn(.r-f-//) — scnx , 



Da cui si ha 



sen(.r-hù) — scnx cos.r 

BT ; ’ 

{ lassando al limite , ed osservando che in questo caso 
a corda BT— ù, l’equazione preeddente divenà 

dsear cosr 

)C prcnaendo il raggioz:i ,d>au=da 
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44> ritrovare ìì diìTerciiziale di cosx , 1’ cqua- 
*ionc scn ’j:-fcos*.'£r:i » diflVroa/iata , darà , art. ai 
a$caidscux-f 5*c«sardcas:r=: o , da cui si iia 

— sciu'dsoiir 
dcosx— ; ; 



cosar 



ponendo per dsena- il suo valore darco&r (40 » * t*"* 
ducendo ^ si avrà < 

dcasx= — Jj scn c 

45. Il differenziale'* dì tangr si ottiene , coasideran^ 

V SCIX.T 

do che tang.r= — - i differenziando questa equazione 

per l’ arti, 19, si tn>va 

rosardscnr — «en rdcosr 



dtangx;=; 



cos '.c 

mettendo i valori di dseiir , dcosj , si avrà 

cos’x-t-sen ’x dx 

dtangi;= , dar~” 



cos X 



cos X 



46. Si sa dalla tiìgonometria che il raggio è medio 
proporzionale Ira la tangente e la cotangaute , c tra il 
coseno c la spante, ciocché da 



cati=r t scgi= : 

(aiigr ° cosx 

llifkrenziando la prima di qucst'equazioiii, (art. 19), si ha 

dx ' dx 



, dtanjrc 

dcoUc; ® - 

tajig X 



cos ’u tang’x 



sen * 



seti 



pofechè dall’ equazione - = fang si ottiene sen=: 

t 

cos.tang. ' 



DIFFEHENZIAZ. 01 ALCUNE FUNZIONI TRASCENDENTI. 



47- L’equazione segis: difièrenziata da 

° cosjc, • • 

_ dcoso.' djscna: sena? r 

° cos’x cos’a~^cosj:-’ còsx- *” 

' tanga-segad.r. 

48- Nello stesso modo si determinerebbe il differen- 



ziale della cosegantc ; poiccUè «osegj.-^:-— ; diffe- 

renziando si avrà 

, cosjrd.» cosar i . 

dcoseBrz: ; — ■“ . da~cot'rCo?cgidx. 

sep X sear seiur 

4p. Per riguardo al seno verso , differcnzilando l' e- 
quazione senF.x=:i— cosx , si. avrà dseiH'x^senudx. 



Della differenziazione di alcune Juniicfni 
trascendenti complicate. 



5o. .1 prlncipii precedenti basterebbero per poter 
differenziare ogni espressione afFetta da quantità tra- 
scendenti . 

Sia y—a ; facciamo b*-=.u , avremo j —a" » 
diffeienziando per 1’ art. (35), si avrà 



QU dx 

Dunque (art. 24%) ■“=— . -^^=a**i’'LtfLJ. 

‘ dr "dtt dx 

5t. Sia ancora ; prendendo i logaritmi si ha 
Icgj =vlog3 j dunque sarà 

dlo^^f/dJogz-f-logzdi' ; . 
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wìcttcnclo in luogo de’ dilTercn/.iali logaritmici i di lo- 
ro valori ( art. dii ) , troveremo 

r:i'-^+log:do , c perciò 

y 2 

dj=j (M— -flogzdo) =2 ( O — +logldt’). 

Ai Z 

Per mezzo di <jucsto diflcrenziale , si troverà facil- 
mente quello di y—z \ poicchè se si fa t 1 c<jua- 

V * 

zione riduccsi ad yz=z^ ; or l’ equazioni , e uzzi 
^ che liahno la stessa l'orma dell’equazione , di cui ab- 

tiamo trovato il differenziale , daranno 

' cI" 

' • dj=z® (o— -f logzd»') 

di'nt +logt<l«) 

Sostituendq il valore di , c di di' in quello di dy, 
avremo 

àyzzz* t* — +log2l*(K — f-log/dn) 



iu (]z ai 

2 t“ (— + “l0g2 l-l0g*l0gtd«). 

TEOREMA DI TAYLOR; 

5a. Prima d’ innoltrarci di vantaggio, osserveremo , che 

ày 

nel calcolo differenziale un’ espressione della forma 
significa che una fua ziouc y di una o più variabili è stata 



dt 
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differenziata per rispetto alla variabile x , e divisa per 
dx'; Per esempio , se si -avesse y=.ux^u ’s ♦ , 1’ espres- 
sione — . si troverebbe , riguardando u, e z come fOr 
dx 

stanti , differenziando per rispetto ad a; , e dividendo' 
in seguito per dx •, sicché si avrcbl e =artxu’£ *. 



Nello stesso modo si troverà _ 4 rtx z n , 



— zzdax^u^z*. Se fosse , sarebbe 

du 




53. Se in una funzione y di xja variabile x si 
camhii in x-|-h , si ha lo stesso eocjficicnie {UJjcicn- 
zialc , o che x è variabile cd b costante , o ehe li 
è variabile ed x eosiantc. 

Per dimusti'arlo , y diventi f , allorché * d'vicnc 
a'=x-f A i differenziando l’ equazione ’ S“PP‘'” 

niamo che sia dj'=?x'da'=^(a:-i-/i)d(.i -{-/i). 

Or il solo cambiamento , che questo diffcrenzia.e 
subisce , dietro l’ ipotesi di x variabile , ed A costan- 
te , non ha luogo che nel tattorc d( ■ -J-A) , il qua.e 
riduetsi a dx : allora dunque si avrà 

dy=^(x-f A)dx , 

da cui si ha , • . . _ , > 



Se al contrario- si fa * (ostante ed A, variabile, 1 e»- 



' ClLCOtO I)IFFEREJ!*IALE 
presJion» d(.r-f ridoocsi a dii , r si avrà 

c perciò 

* <1 * ' 

- •••• 

«guagliaiido (juesti due valori di , sarò 

4Ìx dii 

Per «empio se si avesse v=fla?’, mcltendo a:+A in 
luogo di a: , si troverebbe 






d/i 



1)4. Differenziando Tequazioni ( 26 ) e (aj) per ri- 
spetto ad x-f-/i , si liaRiio ancora de’ lisultauienti eguali 



dx 

dv 



-p’(x-f /i)d(ar-)-A) ■ 



Facciamo k costante nella prima equazione , ed ore 
nella seconda ^ si avrà 

tl’ onde se né dedurrà 
<la>* dA* 

Collo stesso rarìocinìo si cuncliìuderil 
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, teorema di TAYLOR. 



4* 



^ V _ ^’y _ (1 *y __ d ’j’ 

dx~*"’d4~ ’ 
e cosi in seguito 

r>5. Ciò pasto sia y ona funzione di'~(jr+^) 5 svi- 
luppandola per rispetto alle poten/c di A , supponia- 
Hio che si abbia 

cc (24) , 

A, B, tlecc. , essendo delle funzi'oni ignote di :r^ clic sr 
traila di determinare. A tal oggetto , di fTerciiziando per 

nspcttu ad À , e dividendo per dA , si avrà 

rty 

-j^=A-j-2BA-p3CA’-fec. 5 



«differenziando in Seguito per rispetto ad « , e ^divi- 
dendo per dx , si avrà 

d.r ~ dx^ dx ^ 

E poicchè i primi membri di qseste due equazioni 
sono eguali , per l’art 53. , tali saivanno ancora i se- 
condi ; eguagfiando dunque tra loro ì coeffieicnti dbl- 
le stesse potenze di A si tioverà 



A=Ì2i ; B=-^ 

dx adx 



C= 



dB 



3«Ar 



D= 



dC 



4 dx 

Sostituendo il valore di A in quella di B 
successivamente, si avrà , 



ecc; 



e cosi 



B-- C— 1’^ D- 

“ 2 .dx* ’ ^ 



d *> 



a.3.dx 



u.d.4.,dx 



ec- 



Per mezzo di questi valori di A.B, C ec. l’ equa- 
zione ( 24 ) diverrà 



/ 
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c met- 



tendo pci‘ y il valore 

. (]y d’y h' d\y A* 

/('+4)^/+à7‘+.ì?IX+d7: • rir “■=• 

Ed è (jucsta la formula di Taylor 

Applicandone della, /orinola di Taylor aldo snlappo 
in serie di diversa funzioni 

56 . Sia v'=v/*-fA ; sari yzz-^xzzx' j dunque sarà 

“ u \rr- 



dx 






I 



d7>^“* “”4V*‘ ’ 

d’y 3 — i 3 _I_ 

. cU^'= T "" - 8 ’ 

‘Sostituendo nella formola di Taylor, si avrà 
I _ A I /i* , I A’ 

~Vr 

57. Sia y'=sen(r-l-A) , d’ onde segue che yr=senjt j 
si avrà 



x/h=V‘ •*•■ + 



ày_ 

djr 



d’v dN' d^y - 

=cosx,-^= — Ecnx, - — — cosx, _seni;,ec.j 

dx’ dx’ ^ dx\ , 

sostituendo nella fortnola di Taylor , si trova 

-, ‘ h A* A’ 

sen(a -^A)=scnx-}-cosx"^ ’ 



V. 



APPLICAZIONE DELLA PORMELA DI TAYLOR 



h* h' 

-f sellar— -^-j-j-cosx' 



2.34 



2.3.4>S 



ecc 



43- 



Facendo a=o , si avrà senapa , e 
sviluppo riducesi a 

sen^rrA— — r:-f 



CO$ir=i , e questo 



h 



1.3 2.3.4-5 



ecc. 



Se si prendesse y=cos(x-}-/i) » operando come nell’ c- 
sempiu precedente , si troverebbe 



, A’ h* 

cosA=i— 1 .. ■ ecc. 

i.a i.a.0.4 






58. Cerchiamo ancora lo sviluppo di log{x+A) ,, 
avremo 

% 

j'=log(x+A) e perciò j=logx , 

j * 1 11 

dy:= — , 3c — : c per mezzo delle successive 

X dx X ’ * 



di iferenzi azioni , si avrà 

3 V 1 V _ * 

dx*~ x‘ ’ dx * x^ ’ 

Sostituendo questi valori nella forinola di Taylor , 
avremo . * 



log(x-f.A)=logx+ 



X 





ecc. 



59. Si potrebbe facilmente , per mezzo di questa 
formula , trovare il differenziale di un logaritmo , se 
essa fosse nota per isviluppo algebrico : infatti que- 
sta formula da > - - 



Iog(x-f»A)-logx 

A ^ 



* A . . 
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passando al limite , si avià ' 

% 

dloec I ,, dx 
,edlogA-=’ . 

djt X X 



■è 



Conoscendo il differenziale di uh logaritmo , sa- 
rebbe i.icile trovare quello di a* ; poicchè facendo 
y—a ‘ , e preudendo > logaritmi nel sistema iiepeiia- 
no sì ha 



differenziando 



d' onde si ha 



Lj= La*=: xLa ; 



-^zzdxÌM , 

y 



dy:xyixlja ^ a*dxlja. 

6o. Si può dedurre il teorema di Maclaurin da 
quello di Taylor nel seguente modo : 

Si ha pel teorema di Taylor 






dy_r A* 

dx' I.a 



+ -/-T • u+ (^5). 

dx’ i.a.i 

(ì/vC d * /x 

S'indichino con(yx), ‘^*®cchè 

diviene yjr , ecc. quando in esse si fa x=o •, 

V. • 

la formbla (aS) * , quando in essa si farà x— o ^ 
diverrà 
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In questa equazione h entra in fh , come x en- 
trava in J~x , in guisa che se si cambia A in x , J'h 
divori à yx i facondo dunque questo camhianiento , si 
trova 

/x-(/x) (1^-) -^-l-ecc.... (26) 

eh’ è il teorema di Jlaclaurin. 

Della dij[Jercnzi azione dclt equazioni 
a due variabili. 

61. Sia F(x,j)=o... (27), 
una eqna/ione tra due variabili . Risolvendo questa 
equazione per risjieUo ad , si troverà f j inia- 
giniamo che questo valore sia sfato sostituito iieH’ e« 
qua/ione (27) , questa diverrà F(r,^x):^o , o per 
maggior semplicità 

fx—o ... (2fi) , 

equazione identica , nella quale tiUl’ i termini debbo- 
no distruggersi , qualunque valore diesi ad x . Per 
esempio , se questa c(|ua/.ione non monta che al ter- 
zo grado , si potrà rappresentarla con ' 

Ax ’ 4 B-a' ’ C.x'-f-D=o , 

e mettendo per x un valore qualunque , essa sarà 
sempre soddisfatta ; dunque mettendo x-J h in luogo 
di X , si avrà 

A(x-f-A) ’ 4 -B(a: 4 -A)’-l-C(x 4 -/i)-f-D=o -, 

cioè se si ha fxzzo , qualunque sia x , si avrà pari- 
mente f(^x-ifh)=.o , e togliendo da questa la pnma, 
sarà yfx-pA)— ;/x=io i 
dunque sarà 

/(x-f 

h 
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Ora /'('x4-/»)=^^-i-A/i4-I3A’4* «cc. 
da cui £Ì ha 



/(^/i)^r2 =A+B/i+ec. ; 
k 

il primo membro di questa equazione essendo zero , si 
avrà parimente 

* A"i"I5^-|' ce* j 

e passando al limile , -j — =A=o , e perciò ^Jx=z. 



Ad.xrzo , oplutlasto, rimettendo dF(.r ,j)=A^.r=:o. 

Ciò e’ insegna , clte riguardando y , come una iun- 
zione di x, se si diircrcn/.ia l’equazione F(x,j'’)=o, 
il risultainento potrà mettersi eguale a zero , il clic 
servirà a determinare il valore del coefliciente diffe- 



renziale 



dx ’ 



come lo vedremo nell’ esempio seguente. 



Sia dunque F(x^)— r’-f-3aj — ••• (*9) * 
differenziando co’ metodi ordinarii ,ed osservando che 
il risultaraento dee eguagliarsi a zero per la diiuo~ 
strazione precedente , si ha 

• aadx+Sadj — ^ajd^^=:o . . . (3o) ; 

da questa equazione si ottiene 

j'l=- (3,). 

d.r •>.y — Za 

. 6z. Se si paragona 1' andamento che ci ha fatto 
ottenere questo valore con quello che abliiamo finora 
impiegato , si vedrà die , servendoci di questo primo 
metodo , sarebbe stato uopo di mettere sulle prime 
r equazione (z^) sotto la forma y~fx , e per consc- 



« 



f 
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gucnza di sciogliere 1’ equazione 'jx:r rispcUo ad y , 

per dedurne insegnilo il valore di mercè- la 

dilTerenziazionc. Secondo questo metodo troveremmo 
sulle prime 

3' Q 

2 4 

ed in seguito, per mezzo della difTerenziazioue 

_ I ^ ^ ■- 

— (V^ 5 

4 

Questo valore di - - si presenta sotto una forma 
da:' 

dilTercnte di quello elio ci olTre l’ equazione (di) i 
ma metlcndo il valore di nell’ cqua/.ione (3 1 ) , essa 
diverrà 



dx i 



2.r 






.r 



4 2 

come abbiamo trovalo . L’equazione (3o) è il pri- 
mo diUcreuzialc dell’ equazione ('*-()). Per ottener l’e- 
quazione , che dà il coeflicieivtc diflerenziale di sc- 

cond’ ordine , cioè , dividendo l’ equazione (3o) 



per dx , e facendo , questa equazione diverrà 



ax-f-Stf/i — "ìyp—o ; 

riguardando y t p come funzioni di x , difTemuian- 
do avremo 






48 ' ’ r.>LCAI,0 DlirEHETi/IAfcK 

! 2<1 j--f jtftl/; — (!//'— -, 

diviilcuJo {x;r tir c mcllcudo p in luogo di - — , si 
avrà 

d/> , • 

— vt — 

(Jx (Ix 



d’ onde otterremo 



Òj! ?!/>’ — •». 

df 3u — Aj' 

«Ik 



Or poicebè P^^-T— , avremo , 

' ilo- d.r 



(3^)5 



d.i = 



do questi valori nell’ equazione (da), e liberando da 
fratti , ne venà 



d ’j'(3rt — av)=àdv’ — adx* ... (33): 
tale sarà il secondo difterenziale dell’ equazione ( 29 )^ 

Per avere il terzo differenziale , si farà -.--—fj , e- 

dar 

P equazione (3?.) diverrà, dopo aver fatto s.vanirc il 
deiKimiaatore 

3aq—\yqz:.9.p ‘ — 2 \ 



Si differenzierà riguardando y, p , 7 , come funzio- 
ni di a: , e si troverà il terzo differenziale , e cosi in 
seguito . 

63. Invece d’impiegare le lettere p , q ccc* per 
fare le operazioni , si perverrebbe allo stesso risulta- 
meuto , diffcrcuziaiido l’ equazione (3o) , e mettendo 
pel differenziale di j , d*^ per quello di d/ , 
d y per qnello di d’j' e«c. e riguardando da: come 
costante, j in questo modo si troverebbe 

2d l '-t-o/zd’ K — id)‘ ‘ — 2j dy=:o 
equarioiie identica all’ altra (33). 
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. 6{. Diamo’ ora 1’ espressione generale del difTereii- 
liale dell’ c(iuazIoiicy^a',jr')— o. A tal oggetto rappre- 
sentisi con u ; diiìcreiuiando questa equazione 

' du • 

per rispetto ad x , avremo il termine -j — dx , e dille- _ 

rcnziandola per rispetto ad y , avremo un secondo 

d« ' . \ ~ s \ d« 

termine 5 ® vC*’’/) » ou=^dx-{- 

--^dj , Ma se Y si consideri come una funzione di 
djr 

X , dilTcrcnziandola avremo • ’ 

dv' 

sostituendo questo valore , si avrà 

. <*“ <b' . 

du= — dx -1 — p- d.r. 

(Ix dj' dx ' 

65. Applicando qui la verità del teorema art. (^4), 
si vedrà die , considerata u come una funzione di y, 

ed y dix , il prodotto — — dx non è altro die 

il diflèrcnzialc di u preso per rispetto ad x racchiu- 
so in . 

66. L’intero differenziale di una funzione di ,r ed 
y essendo dato per mezzo dell’ equazione dn=:.^dx 

d« , „ . . d« du 

4-— — d/ , 1 espressioni -j— dx, — dy hanno, n- 

•/ 

cevùto il nome di differenziali parziali di u. 

, Similmente se u è mia funzione di tre variabili 
X , , z indipendenti , avremo 

4 
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(]» <]u , , . . . <]m , 

d«=.^ J» + -^ <r + jT ‘ 57 ’ 

Jj saranno i diirercii/iali parziali di u, 

. dz 

6^. Abbiamo vedalo ( art. 5a ) clic una espres- 



4 

Mone della forma 



1 =:- 



, indicava che la funzione y 
dx 

era stata differenziata per risj elto ad x ; Segue da 
'ciò , che se si ha T eejuazione -^-=A , e che se iie 

' * 

A 

5L’ > • • 

dx 

non si può conchiuderc senza dimostrazione , che 

I — A , poicchò in fpwsla nuova equazione il dif- 
ày 

. fcrcnzialc non ò preso per rispetio ad x , ma ad_^ , e 
non si sa se in questa nuova ijMiiesi di differenziazio- 
ne , il risultamenlo sia lo stesso. Per togliere questa 
: difficoltà , -si è dimostrato ( art. »4 ) che 

dr d»' _dK 
' dx óy dx 

Se in questa equazione si fa r^x , essa diverrà ’ 

• - ■ ' dr d_p * , 



1 = 



da cui si ottiene 



dy dx ’ 
dx 1 

^ ~j}y ’ 

dx 
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eiocchè fa. veder* che U «ainUiaHiento 4*^ ipotesi di 
dilferen/ia/ione si accorda coll' algebra. 

• . ** 68v Eìcco come pofrcLke dimostrarsi dircttanuitte, 
elle cui vaiorc di convenzione , die U segno della dè- 

YÌsione dà al ij^o -j— ^ abbia, luogo la scguntta 
««{itazione . ' 

dir A 
dr 
cLc 



Sia 



sÀ avrà 



y'--y 



~ s;-A..|i.BA-fCh’-.|heCi ;; 



T 



y-jr A+BA+ar'+cc. 

Facendo la divisione , o sviluppando aieicc il t»«- 
»«ma di Maclamia, si'avià 



jc— a 

y—y 

Passando, al limile si li» 
dx 



^ ® A 



• poicebè si ha. 



dy 



ÌL— A 



B« segue che sarà 



dx • 
dx 
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Del metodo (kllc tangenti. 

f 

Fic. 5. Chiamasi metodo delle tangenti quello che dà ■' 

^ r espressioni «liirerenziali delle tangenti , sottangenti e 
» ■ normali e somionuali . Siano ( l'ig. ) .r , y le 
coordinate del punto ’NI , preso sopra una curva ; au- 
■ mentiamo l' ascissa AP=:x <li una quantità •, 

tirisi r ordinata F'M , c pc’ punti Mài' raceianio pas- 
sare una segante ài'S. K' chiaro che quanto più di- 
minuirà n-', tanto più PS tenderà a conrondersi col- 
la sotlangcnle PT , tinchè alla fine PP’ // divenga 
•zero-, dunque PT sarà il limite, verso il quale tcn- 

de PS . . . . ' . 

Cerchiamo ora P espressione analitica di PS , per 
prendcfìic il limite : i triangoli simili MAIQ , JMSP 
danno la proporzione 

Jtl'Q : QM^ IMP.: PS , o 
- M'Q ; lt=y ; PS 5 ■ 

dunque sarà 

Per determinare IM'Q , si ha 

M'Q = àPP — ;\ip ; 



orMT'=/=:/(a-p/r):.,-|-;^/..i-^^; . _ + co. 
cd MP^i:/’ ; sicché si avrà 

. ~ + ce.: 

» I * 

sostituendo questo valore in, quello di PS, si àvrà 

' h- ' ' y ■ 



PSrr ^ 

d.c ' ilx * 1.2 



’d> (I'k à , 
dx vla.= 1.2 T 
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Al limite A=o , PS si cambia in PT , cioccbè da Fig. 3 

( art. (37) = sottangcnte 
dx 



TnZ*^" punto M si tiri una pcrpondicolarc 

WN soma (li MT , la sunnormalc sarà PN. 

Per determinarla avremo , ' 

PT.: PM=PM: PN, o ; 



yd.r 




dunque sarà PN~/ 



dj" 

“ sunnorinale. 
dx 



^ Per rispetto alla tangente , ed alla normale si ha 

MTz=v’(PT’-fPÀI’)', cd MNr=v^(PN’+PM’) 
cioè 

' norm=y (j- )=y V" ( 0 • 

^71. Per trovare 1 ’ equazione della tangente , siano 
x' .y le eoordinale al punto di eonlatto 

L’ equazione della retta MT , che passa pel punto 
di contatto, potrà esser rnppresentfta da 

J— _v’=A(.r— x') . 

A*' essendo la tangente dell’ angolo MTP , sarà 

A= -^=z — -'^L 

PT sottang ydx' dx' ’ 

'¥ ‘ 



\ 
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3 per e«H requaiioite tWUa taugciite diverrl 
<1/ 

M — a:') , equazione delia tangente. 
da* 

X>uii4uc <]uella (Iella normale sari 







■jfppUcaiione delle Formale preoedeml 
, -a degli esempìL 



ja. «1®. bravare la sottangcnte della parabokL. 

Il' ceduazione della parabola essendo y^sipx , dific» 
rcoziaudola si avrà , a yAy:::zpAx , c perciò 

dx ay 

'■ .. ip=i--' 






sostituendo questo valor 

ay * ipx 

sottang= - — r=ax 

P P 



Trovare la sunnormale delt ellisse. 

L’ equazione *— *^'^ * dell’ clltssie iap“ 

portata al ceutro come origine , essendo dilTereuziaUf 
da 

2«’j d/4- ai’xdacrro , 

da cui si ha 




mettendo questo valore in quello di PN , si avrà 



sonnormale ^ — x 

a 
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3®. Trovare P espressione deUatangcrUe aleerckio, fìb. R 
L’equazioBc X , eh’ è quella del cerchio, * 

essendo diiferen^iata , da 



djf 

‘b" 



2. 

X 



Per mezzo di questo valore 1’ espressione di MT 
riducesi a 

tang=y V (^ + 1 ) =>■ V( )=^ V* 



Degli asintoti delle curve. , ' 

** 73 . L’ espressione AT (Fig. 4) della distanza del Fig-4. 
vertice della curva dal punto d’ incontro della tan- 

f ;ente coll’ asse delle ascisse , deduccsi lacilmeiite dal- 
’ equazione della tangente ; poiccliè se il vertice A 
della curva si prende per origine , la retta AT sarà 
la distanza di questo vertice dal punto iii cui 1’ Ordi- 
nata diviene zero . 

E poicchè r equazione della tangente MT è 

dy’ , . . 

y — y “ ( x—x' ) , basterà di fare in questa 

1 

equazione j'—o , arfinchè il valore di x , die se nc d«- 
duec , sia quello di AT : in questa maniera si otterrà 

. . .da’ 

AT=X--;J —, 



dy 



Per cono.scerc la distanza dell’ origine dal punto , 
in cui la tangente incontra 1’ asse delle y , bisognerà 
trovare 1’ ordinata che corrisponde ad x~o nell’equa- 
zioiie della tangente, td avremo 



A rk 



^y 



rifi- 4. 
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Suppòtiiamo ora che x' «livciiendo infinito , AT etl 
Ali coiiscrviuo valori finiti ; se nc coiu liiudcri clic la 
retta TB non incontrerà la airva Al che ad una di- 
stanza infinita ; dunque TBM /sarà un asintoto di que- 
sta curva . . . , 

"4. Prendiamo per esempio rcqiiazione^ , 

dili’erenziando si avrà 

dy m-J-zT/.c' 
dx' a y ’ 

a/' mi’+?-«^’*— • 

//i-pa/ix' ”* m -p a/tx' 



dunque, 

' AT = a 



mx 



m 



m-\-inx' 



1 

Y'in 

X 



ABs/ 



m j ’-f- j.tìx' ’ a/' * — ìnx — 









m 



mx 



Allorché si fa , questi valori si riducono ad 



Ut _ / O / \ 

AT= , AB.= — ^ 5 ... (34) i 

in iV n 

Dunque la curva sarà suscettibile di asintoti , purché 
però n non sia nè negativo , nè zero ; poicchè nel 
primo caso il valore di AB diverrebbe imaginaiio , 
infatti se n è negativo , 1’ equazione appartiene ad un 
ellisse, eh’ essendo curva chiusa , non può av^c ra- 
mi infiniti : nel secondo caso poi i valori di AT e di 
AB diverrebbero infiniti , e poicchè , allorché n—O , 
r equazione nostra è quella della parabola , nc segue 
che la parabola non può avere asintoti. 



A 



♦ ' 
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Delt eqimsione del jdano tangente ad una mperfi- Fig. J. 
rèe furva^ e dì (fuelif/i. tleUa Horiaule a questa 
Mifterficie . ^ 

4 . l 

** 74- Sianu y r«|uazioiic di una Minerà '• 

ficic curva, cd Ax Bj- -4- Cz -f- D o quella ili un 
piano. Se il punto di contatto M liu per coordinale 
1 y , s* , <|ueslc dovranno soddislarc all’ cqua/.ioiie 
del piano , c per conseguenza si avrà . 

A.i’’-4*By-4“Cc'-4*D:zo : 

Eliminando D tia questa equazione , c la precedente, 
il piano che passa pel punto :t , y , z' avrà per c- * 
quazione 

A(a^.x')+B0-— v')+C(z-a))=o (35)/" 



Facciasi passare pel punto di contatto x',j\ z' un 

{ iano jiarallelo a quello delle .r , a ; questo taglierà 
a superficie secondo* una curva MC,el piano tangCn- 
Ic secondo una retta ML , la quale dovrà esser tan- 
gente alla cui“va MC ; altrimenti il piano tangente tt|- 
glierebbc la superficie curva. 

L’ equazione della retta ML può dcilurei dall’ altra 
.(35) , poicchè essendo LM I’ intersc/ione del piano 
tangente con un piano paralello a quello della ;v , z , 
in tutt’ i suoi punti lia de’ valori eguali per j , e co- 
me il punto M è sopra di questa retta , si lia 
o ; quindi l’ equazione (35) riduccsi ad 

■■ A(ar— x') C(c— 2 ')=o . ' 

Questa equazione esprimerà dunque la- relazione cli’c- 
sistc tra lo coordinate 2 ed x di un punlq ({ualunque 
preso sulla retta ML , e per conseguenza sarà l’ equa- 
zione di questa retta. Si inetta sotto la forma 

r — z' — — ~(x— x'). ... (36). 

1.J 

Da un'altra parte 1’ equazione della curva MC ài 
otterrà ancora , riguardando y come costante bcU’ e<* 
quazione della sopcrlìcic cttrva y(x, z) = 0 . 



*\ 



■ •* 
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Fìc fl Se si vuole Olia esprimere la condi/ione che la ret- 
ta ML sia tangente alla curva MC , bisogna che il 
coefficiente di x— a* dell’ etiuazioiie (36) sia eguale a 

dz* * 

— ^ ho), che pui» aversi dall’equazione della cur- 
da’ 

va MC. 

Or r equazione di questa curva, essendo quella stes- 
sa della superfìcie , in cui siasi supposto y costante , 

^ basterà di diflerenziare 1 ’ equazione di questa superfì- 

dz • clz 

eie , c'tirame poicchè la notazione -g— (art.Sa) 

suppone che y si riguarda come costante nella diffe- 
renziazióne 

Segue da ciò , che per essere ML tangente di MC^ | 
bisogna che sia * 

A. - 

C ^ dx' ’ 

^ da cui si ha - 

A=-C^...(3,). 

< In seguito se per M si meni un piano paralello 
all’ altro delle x,/, questo taglierà la superficie se- 
condo una curva MD , cl piano tangente secondo una 
retta MN . 

Si dimosterà come qui sopra che questa retta MN . 
debba esser tangente alla curva d’ intcìsezionc MD , 
e che per tutt’ i punti di essa le ascisse sono ^uali 5 
si ha perciò x-— x'=o , ciocché riduce T equazione 
(35) a 

B(j— y)+C(z— 2 ')=:o , da cui si ha 

, • Z’-Z = ^0'— /')• 



Questa eqptazioBC essendo quella della retta MN 



SQvizKtm'oEL miro TABGisifTE. Sg ^ 

■si «spiimci'ì 'questa coa(Kà,onc facciKlo —-— e: ^ , 
ilz’ 

^ etti si lia B= — C-— (3B). 

«K 

•Se nell’ equazione ( 35 ) si sostituiscano t valori di , 
A , e B dati dall’ equazioni ( 3 a) , e (Jb) , riduccir» 
•do , si avrà pet reqiiazioiie del piano tangente 



ds’ da' 



( 39 )- 



76. Ccrclnamo per esempio l’equazione dì un pia- 
tto tangente alla stera . I^c coordinate del suo centro 
«sscado a > é , e , la sfera avrà per equazione 

(ar— o)’ + (>'•— + (a— c)’^s=r* ; . , 

Diffcrcnzcando si ha 

(x— a)dx+ Q'— i)dj-f (a— e)d.'=o , 
da cui si deduce , dietro la notazione espressa ( art. 

)> j . ' 

de n— -X dz b — y ■' 

dx ’* z—c ’ d^ z—c 

Ihjnqne 1’ equazione del piano tangente alla sfera 
al putito , in cui le coordinate sono x , /' , =' » sarà 

z—c z—c 



’ » 

77. Se questo piano passasse per 1 ’ estremità del dia- 
metro verticale, si avrebbe u'sz i,y's'>, z’sc-4*/'. ^ ‘ 

Questi valori ridurrebbero P equazione del piatto 
tangente a /t:z'=:c+r , eh’ è l’ equazione del piano 
paralello a quello delle x , j . 

78. L’ equazioni della normale al punto x' ,y\ z' 
possono dedursi facilmente dall' equazione del piano 
tangente . Intatti si sa ( vedi la mia Teoria delle 
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curve di secondo ordine ) che se si hanno J e<[ua- 
zioni 

••• (4®) » 

,T=:az + «) /,yv 

,la prima appartenente a<l un piano , c le altre ail, una 
retta , le condizioni necessarie, allineili: questa retta sia 
perpendicolare al piano sono 

A s flC , B r: . 

Se si paragona l’ equazione (3f)) del piano tangen- 
te all’altra (4‘>) ’ eguagliando tra loro rispettivamen- 
te i coellicienti di a: , di j , e di a , si troverà 

dz _ da' 

dx' ’ dy ’ ’ 

dunque sarà 

' ’ dz’ , dz* 

sostitnendo questi valori nell’ equazioni (4*) > 

« dz’ dz* 

:r = -— = + ., + 

E poicchè il punto x' , y , z’ dee soddisfare a 
queste equazioni , si ha ancora 

x'=-— z’ + «,y = — ^.2 + /?: 

eliminando « c /? tra queste ultime quattro equazio- 
ni , si troverà per 1’ equazioni della normale al pu'i;* 
to X. , y , a* 
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Delle /‘unzioni ,,chc divengono ■- per tui dato ' 
valore della variabile. .■ 

Ji' jr Q' 

79. Allorché una funzione diviene per 

pr -0 

avervi sostituito un valore di , clic rappresenterò con 
a, ciò indirà clic i“duc termini della Irazioiic iiatino 
per fattore di comune .r — a, o, in generale , (.r- — e)”: 
sé questo fattore comune potesse farsi svanire ne' due 
termini , si avrebbe il vero valore della frazione. 

Supponiamo dunque ebe x — a sia m volta fatto- 
re in r.r , ed «.volta in ^ x ( salvo a supporre, se 
il caso r esige , ebe m ed n siano aincudue eguali 
all’ unitA o a %mt ) -, si potrà fare 

Fx — P(.r — a)” , p.r — Q(J^— a)". 

Per mezzo della diireren/iazione si troverà 



dF.r 

dx 






mP(x— a)"-'. 



Osserviamo ebe questo valore di 



dFx . 

— — • SI compo- 
pone di due termini , uno de’ ijiiali contiene una po- 
tenza di x—a minore dcH’ unità di quella eh’ entra 
nella funzione . Per la stessa ragione , prendendo il 



coefficiente difTcrcnzialq di 



dFx 

dx 



si troverà un ter- 



mine affetto da (x — a)” , un altro da (x — , 
ed un terzo da (x — ; quest’ ultimo sarà 
m(m — i)P(.r — Contimiamio nello stesso mo- 
do , si vedrà clic ogni nuova difl'crcnziazione riprodu- 
ce de’ termini affetti dalle stesse potenze di (.x — «) / 
più un termine , nel quale la potenza di X — a è di- 
minuita di una unità : Perciò , prendendo i cocfli- 
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cicliti dilTcren/iaU sttccessivi , il tcimin* elio cootien» 

la-mcou alta poten/a di j — a , sai;à 

dopo la prima diirereu/iaziou#f«P(x---aì'"‘“‘ ‘ 

dopo la seconda ^ . in.(m — i)P(x— a)"""* 

dojK) la terza.. 

do|K> 1» pii."“ , < . » . . 

Di maiiircia che il ‘cocdìcicHte dilTcrenzlale di Fae 
dell' ordine r , sari di quest» forma 

’+z"(*-«)^ — - 

•^m(m — I )(n> — a )■.... P(x-^)'" 



Ciocché abbiamo detto di Fx potendosi applicare 
» px y si troverà che il dUÌ'ercnzialc dell’ okIìrc k 
della funzione proposta avrà la seguente forma 



d"Fx 



d.r jf(.r — a)"-f^'(.r — a)* " ' . m — 0 

Z(jr— i),.. 

1x'" 



Q(x-«rr 

8ó. Cù^ posto consideriamo tre casi 



m I 



. Se m'zrji. , e che il numero r di differenziazio#ii fttv, 
te sì». eguale ad m , i binoinii{»»— a)”"*', (r — a)"“'’ 
9Ì ruiurraimo entrambi ad (x — o)'*' > cioè all’ unità » 
per rispetto agli altri binomiì (x— u)* , (x— 
ecc , (.».— rt)* , (,r— ' ecc. , assi .sono nulli 
nella ipote.si di .r— -o : perciò tutt’ i termini , fuori 
r ultima del numcratip-e , e del denominatore , svaiù'^ 
lanno , e 1’ equazione ( {-ì) si ridurrà a 

d.r"' «(m— i)(ih— ») P P 

, d”ac n\n— i ) (n — a) ..... Q . Q 
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(^ando è TO>- n , ée il numero r delle diflcren- 
“ziazioni fatte è ugnale ad r , il binomio (,r— 
riìlurrassi ad . Gli esponenti n — i , n-^i 

ecc. , tn—^i , jH—'i ecc. deg;li altri binomii , essendo 
maggiori di n — r , sorpassano 1’ unità ; per conseguen- 
za questi biuomii riduvonsi ciasdieduiiy a zero, allor- 
ché si ia >=a f dunque in questa ipotesi tuli' i tci- 
inini svaniscoiió, all’ infuori di quello nel quale vi en- 
tra (r — a)"”', e requa/iunc (4a) ridurrassi a 

de* ^ o 0 • 

jT^x “ «(fl-i), . ,Q(awz)* — r(r — i) 

dx"" ' ' ' ■ . 

b inalmcntc nel caso di m ■< r , il numero r delle 
dìfrert'iizia/.ioni latte , supposto eguale a«i m , lutt’ i 
termini svamranno fuorché m(w— i).,,P(x — , e 
rcsteià 

dx"’ __ llt(lH — 

d^^.r • o ~~ 

t ..... 

I 

8i. Da ciocché precede ne risulta la seguente re- 
gola : allorché si vuol detevmimare il aero valore di 

- unafraziom — , che diviene — per mezzo di un 
9 ^^ 0 



. dolo valore della variabile , si ‘differenzieranno se- 
paratamente i due termini ài questa Jrazione , e si 



• esaminerà dopo 



. . dFx d^X 

se i valmn — , st n- 

dx dx' 



ducano ancora a zero , mercè il valore ipotetico 
della variabile j se ciò lui luogo , si prenderanno 
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I chefflcicnli dKJcirnziali tldt espressioni - - e 

— — , e si vedrà se nella stessa ipotesi della va- 
, tl-t _ . 

riahilc , questi coefficienti differenziati si ^ducano 
ciascuno a. zcrv ; c<nitiuitaftdu in tal modo questa 
verificazione , ^e dopo un certo numero di diffe- 
renziazioni si trova che i dite termini della J'unzio- 
ne non svaniscano mercè un dato palare della va- 
riabile , questa ultima frazione sarà il vero valo- 

‘ F.r ' . 

re di ^ f ma se il numcralor^e solamente diviene 

f.V 

P V 

■ (y pel valoie di x , f espressione — sarà nulla \ 

A 

r 

infine se il’sola 'denominatore è quello che svani- 

F.r 

scc pel dato valore di x ^ s espressione — sara 
infinita. ' - _ 

• . Fj: 

8 ?.. F endiamo per esempio la frazione — 

' px 

X ■ 1 . ^ Q 

j- : Questa frazione poiccliè diviene — , allorché 

- 4 ^— 4*5 ^ .0 

- , se noi vogliamo averne il vero valore , diffe- 

. . , 3r’ 

rcnzicrcnuo i suoi due termini , cd avremo -7— , c co- 
y ' 

me i due termini di questa frazione non divengono 
iiuHi nell’ ipotesi di a = z , il vero valore della fraiio-* 

ne proposta b.’iì' , allorché a 
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c 

o * 

83. Prendiamo per .secondo esempio la frazione 

X 3.r-}-5>. 

X «—tìx’-f 8.r--3 ’ 

Poiccliè questa riducesi a -^ 5 allorclif si fa .r=i, 
diirercnzierenio i suoi due termini , per ottenere il va-» 
lorc , e troveremo 

4 r ’ — 

i due termini di questa frazione divellendo ancora 
nulli nell’ ipo^e.si 'di , li diUeienziereino pari- 

mente , ed avremo 

fu- 

_____ : ‘ ■i- 

l'za,’— f.» 



In questa frazione il solo denominatore ridiice.sì a 
zero, alioreliè .si fa .r~i ; fluiKjnc la projiosta frazio- 
ne diviene iniinila, nell’ ipotesi di ,r"i . 

tiq. Se si applicasse la stessa regola alla frazione 




clic diviene ^ nell’ ipotesi di .r~o ^ diirercuziando 4 
due termini di essa , si troverà ^ _ 

rt’Iogrt — /;*logi 



espressrone , il di mi numeratore non diviene nnllti 
nell' ipotesf’ di x—O , e clic per eOnsegneiiza da 
Itigzz — log/z , alloicliè x—o . ' ‘ 

Egli è lieii evidi-ule cIk’ il fattore comune a’; due 
terinvni della frazione proposta è r— o , cioè t ; ma 
come riconoseerc qni sto (attore in — !■/»*? Per gi un- 

eervi , noi ossei-.eremo elie , per 1 ’ ari. (dj) • 
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X 



a'= i-f-A ^ 



t 

■f-ecc. 



I 1.1 

r B’x 



b'=:i + B - -f ecc. ; 

, I i.:* ' 

Dunque prendendo la dillcreiua 

A’-— B’ 

rt* — l*=i(A . — — — c *4" ecc. 

1 .1 



e si vede clic .r i fattore comune di a” — h* . 

!J5. Non bisogna intanto credere clic la regola es- 
posta basti per tuli’ i casi ; la dimostrazione prece- 
dente 1-. fondata sull' ipotesi clic m ed n siano nume- 
ri interi ; ma se essi fossero fratti , non potreb- 
be , per mezzo delle differenziazioni successive , otte- 
nersi un termine , nel quale a — a si trovasse elevato 
alla potenza o ; pci' cousegiienza non si potrebbe col 
metodo adottato al di sopra , sprigionar la frazione 
dal fattore comune. 

Sia dunque , per maggiore generalità , l’ equazione 
Fa:^P(j — rt)* fl)^ -f-R(ar — rt)’'-}-cc. 

P'(.z— rt)“’-f-Q'(x-^)3’ +R'(a-fl)’''-f cc. ’ 



nella quale v cc. sono dalle frazioni crescen- 
ti egualmente che tt , , y , ece. 

Poiccliò questa espressione riduccsi a ^ , allorché 
si fa X — a , si potrà , invece di fare a-— « , sostitui- 
re rt-f/z in luogo di X , riserbaudoci di porre /t=o , 
dopo le debile riduzioni : allora sarà lo stesso die di 
aver fatta da principio 1’ ipotesi di x=.a ; si avrà 
X — rtzrA , e perciò 

F,r PA* •+ QA^ +RA> •+ ecc. 

— = I ' 

P'A“ -f- QA^ -f RA>' -t- ecc. 

Considerando n ed « , che sono i più piccoli nelle 
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serre degTi esponenti del numeratore , e del dcnomi- • 
nature rispettivamente , si può dar luogo tt tre sup» * 
posiàuiii , cioè ’■ 

I* , 2» ter.» % 3* ~ 

Nel primo casoi dividenda per A* i duo tcrn^i 
della frazione (4,3) si avrà 






PA“ 



ce. 



p-_jLQ-// *-j-RVi 



V — t* 

't -fcc. 



..... (44) . 



Seconde la snpposMÌonc fatta è ; dwAr^uc iP 
numero y '«t.* sarà' positko ^ /cd à più forte ragieneì 
il—»’ , y-*-»' /S' — «' ^ poicchè per ipotesi si lia 

f ' I r> ^ 

w^-IT'^ytc.. , r - 

Ciò posto se si fa A=o nòli’ eqfaàsionc ^4)^4 tuU’ 
i termini del secondo membro ui essa svaniranno , 
fuori di P j e perciò questa equazioni ridujrassi a 

•:* Fx ' ---- 

' . sP: 

Nel 2 .° caso, in cui è «— temtfne' PA*”’’*® 
riducesi a P/t°=:P; l’ equazione (44) riducesi a 

Fx_ Pq-Q//»'-«’-f.RA>‘7*' + cc. 

ucUa qu^c , fattQ fc^o , si avrà •■(tji»./ I'T< ‘>i 
.J t i.J <i| ..),>p,Fa; k P- "‘pi -wnim *4W,‘ 

— ^ "V^ ♦dii «ICS i« • 

pr r 

Finalmente nel 3.° caso% in cui si ha , di~ 
videndo T equazione (44) j P*®* ®* ridurrà a 

Fx P-K)A'*^TpA’'7*+c':. 



(px 



P’A‘ VR//“*+cc. 
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c .ai vede chiaro , che l' ipotesi dì /t=o riduce questa 
fquaziouc a 

Fx P 

3 = CO • 

A.C O 

» ^ 

■66. Prendiamo per esempio, la frazione 



(.r 3 rtjr-f- 2 rt ’ ) ’ 




Che imÌiiccsì a -2 , allorché si fa x=a . Se in que- 
gioiie si mette a-j-A in vece di x , essa diverrà 

(A*— aA) » _ (A — a) ‘ A 

(da’A+iaA'+A')"^ (3a*+3aA+A’)* A* 

(A^g)t ^ (A-a)^ A»" 

(3a’+3aA+A *) ^ (3a 
fiicendo A=o , ti avrà 



t^to metodo può applicarsi a tutt’ i casi. 

87 . Se un valore di x rendesse infiniti amb’ i ter» 
iaini della trazione , questi si dividerebbero per Fx. fx, 
$ si avrebbe 








de'mIùtmi, e minixi. 

89. In fine se si avc.ssc un prcMlotto MN , nel 
q^alc r ipotesi ili ,r=a rendesse nullo uno de’ fattori, 
e l’altro infinito ; e sia M=o , e N— « , si SGiivc» 
rebbe cosi (jucstu prodotto. , | 

ftl 



MN 




.a . ' 



De' massimi e minimi , neilc funzioni ' ■* 

di una sola variabile. 

H<). Nella serie di Taylor si può dare un valore 
all’ aecresoimcnto h , tale" elic uno de’ termini della 
serie di»enpa più grande della somma di lutti gli al- 
tri ebe seguono. Infatti , essendo questa serie rappre- 
sentata da 



./ 



dar dx 2 
dv 



, A’ 

+ dPrs + 



.se si vuole cljjc // , pe^' esempio . divenga più 

grande, della somma di tutti gli altri termini clic se- 
guono , mettiamo tutt’ i termini della serie , meno il 
primo , sotto la liirma 

Or quaiuio si fa 4=o, divenendo parimente nulli la 



d ’ )• 4 

av - 



y 



4’ 

ZT 



si vede bene eli’ essa 



può esfi r rendiita tanto pierola, quanto si vorri , dan- 
do ad 4 uii valore assai vicino al zero, ed e.ssm- co^r 



si sorpassata da -j— , eli’ è jiidipen lcnte da 4 . Sia 
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‘ dunque ciocché diviene in questo caso — -fecc .5 

' dx- ’ a . 

dy 

La serie (45) ridurrassi a Z)A ; c come allora 

ai ha , -o , il termine 4^ h ri- 
da' -dx dx 



'sulta più grande xhJla somma di tutti quelli , che se- 
guono. Lo stesso si dimostrarciibe per ogni altro ter- 
mine risp«dto a quelli che lo seguono. 

^o. Siia j-rr^x , una equazione tra due variabili 5 
Questa equazione può esser sempre «guardata come 
quella di una curva , in coi i difièeeuti valori dcl- 
Ja fun/ioiie y sarebbero le ordinate : questa Cauzio- 
ne y dirassi giunta al suo minimo , allorché dopo di 
aver diminuita successivamente , essa -é sul puutu di 
ricominciare a crescere. 

•6. Sia per esempio la eurva'MDN , Fig.G , che ha per 
-equazione j=r^4-cx-’ ;si vede die le ordinate urp"' 
«i'c. vanno diminuendo fino al punto 13 ; e che al di 
là di questo punto le ordinate unù , tjni ec. vanno 
sempre crescendo : ix’rciò T urwuata AI 3 rappresenta 
il luioimo valore della finzione 

f)J. Similiiietilc una iuiizionc si dirà giunta al suo 
massimo , alloi-eijé dopo di esser cresciola successiva- 
inentc , essa arriva ad un punto , al di là del quale 
•comiuda a diminuire. 

7 - f ; La curva CDE, l’ig.7, la cui equazione éj-=Z>-cx’, 
'ci pKcscnla un esempio di questo caso nel punto D , 
]>oicché h; ordinate che seguono c precedono imme- 
rlialanu'iite AD sono minori di essa : dunque T ordi- 
nala AD è un massimo. 

■ i)''* ^ i riellc curve , le quali non hanno che 
Tin massimo , tlel|c altre le quali non hanno che un 
minimo; alenile hanno l’uno c l’ altro; altre non uc 
50U0 suscettibili, 
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Si vede , per esempio , Fig.6 cim la cuna MDN, la *^'g- 6» ‘ 
cui equazione è y~l-\-cx\ , uoii può avere un wasslr 
mo, poiccliè , dietro la natura della sua cquaziòue , 

■ le orclinate vanno sp^re crescendo. , , 

Il cerchio CBD , Fig. 8 la cui equazione è ^ Fig. 8. 



ha un mas^mo ed un mitiimo , die corrispondono 
alla stassa ascissa AR : il massimo è RD , il mini- 
mo RB . . .V ^ 

gd. Allorché una -funzione y della variabile « ha ' 
un massimo ed un nùiijips^ y I’ uno e l' altro saicbbe 
determinato , se -si conoscesse 1- ascissa che vi corri-' 

, sponde : per esempio , se in una curva che ha ,per 
equazione y—^x , si conoscesse il valore a dell’ ascis- 
sa X , che corrisponde al massimo o al minimo , ba- 
sterebbe di fare x~a nell’ equazione i~*c , por de- 
terminare il valore di / , eh' è il massipio o il mi- 
nimo domandato.. ' - 

Sia <lunque Fig. 7 un’ ordinata AD giunta Fig. 7. 

al suo massimo ; se T ascissa A'A riceve un accresci- 
mento h rappre.sentato da AF', e clic prendasi ancora 
AP"-A, si avrà, dietro la condiziouc che AD sia un 
massimo ' ' ‘ 

FM'-éCAD FAM’^AD " 

/(x-\-h)^fx, f{x—h)^fx 



Se al ^contrario , Fig. 6 , AD è un mimmo , rapprcr F'g.6. 
scntando por A'A il valore di e elicvi corrisponde , e 
prendendo , avretno dietro le. coadisioui 

del minimo 



f{x^h)-p-/x f{x-h)y'fx 

Perciò vi sarà un massimo , quando y(» +^i|) • 
jy — h) sono iicllojslesso tempo minori di /-< \ e -se 
sono m iggiori , v i sarà^un minimo : ialine se uua di 



T T 
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queste funzinni ^ maggiore , e T altra minore di J"x , 
non vi sarA massimo , nò minimo. 

• ^5. Vediamo dunque in qnal’ caso queste cn«di/.io- 
iii pissono essere adi inpite ; a tal oggetto , abbiamo 
■ pel teorema di Taylor 

Se in questa formola si cambi! h in — // si troverà 

«■ 'l>'/ , ’ d’/ A* , 

Aflinrhò sia un massimo , o yu minimo , bi- 

s()gna che questi due sviluppi siano insie.qic più grati- 
tli , o più piccoli di y ; or ciò .non può avvenire , % 



dv- 



t ;i 



. mciin che — r- non divenga nullo. Infatti’ se si sup» 

ponga k picciolissiino , pollassi sempre far in modo 

i, ..'-dr' A •» .. .. j-"- ‘ 

clic ——A sorpassi la somma algebrica di tutt i ter- 

... I ■ ^ j 

' ' * ” - 

mini che lo_^ seguono^; perciò se in questa ipotesi - -ìi ò 
. > \ ' ■ dj; 



( positivo ili. UBO degli sviluppi ({6) e (47), questo sa- 

; 1 'b' 

tii' maf^iore di y , e.- lo sarà minoi-e , se -j-/i ò ne- 



gativo . Or il segno che cffella 
l'io in ijin-sli .sviluppi , bisogna, 



ÌL 

dx 

< 



k esseudo coiitra- 
<lv' 



elle se h è posi- 

<U 



ti\-« in .uno di essi, sia negativo nell’altro ; d’ onde 
.«e .«‘glie , elle uiia tlcJle due espressioni /'( .* + A ) , 



— - — ©1011126(1 by 



de’ massimi , E MINIMI. ^3 

V 

/[x—Ji) saià maggiore di _/> , per cui l'altra ne, sa 4 
tainore . 

Dunijue uou potrà esservi massimo o minimo , se 

-~Ji non sia uuUu j ma se si lia -p =r o , allora di 
dx d.i. 

sviluppi, ( 4 G) , e (47} si ridurranno respettivanaente a 

d’yk* d’j 

Jl. +h) _ 4 . , c . 

dv du- A ’ ■ . 

In fpicsto caso , il segno de’ Urmùu a Iic seguono y 
d’v 

•dipenderà da — , se si prende h tanto piccolo , in 

.1 1 



modo che questo termine sorjiassi la somma di tutti 

■ d ’ ■ 

sjuclli che lo seguono ; e come -j-^ ha Ìo stesso sc- 

; 4 'y '{ 

gno ne’ due sviluppi ", nc risulterà che ’se — è {K>- 



dj; ' 

silivo , le due. iim^ioni di -e di (/r— ./ì) saran-r 

no più grandi di Jx -, hi cpiesto caso è un mini- 

d’y ' * , ’ ■ ' ‘‘ 

mo . Similmente se - — - è negativo , sì vede che yìr 

sarà un massimo . 

• p(). Per rendere compiuta (juosta teorica , oseevvr- 
d y. i! ■ y 

remo , che oltre di --=‘^5 pi*ù anche aversi -r“j a: o ; 

dA d.e 



in questo caso non potrà esservi luogo a massimo «' 
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a miolmo', se non quando si ha -r-^— ® • Allora il 

dx * 

I ■ y t 

segno dèlie quantità che seguono y dipenderà da 
d ^ K 

^ , quando si darà ad a un valore piccolissimo } 
d *y 

€ si proverà clic se -j — - è positivo ,fje sarà un mini- 
mo , e sarà un massimo s' à negativo : e- cosi in se- 
guito. 

(n generale , allorché il primo coefficiente che non 
svanisce è di ordine pari , vi è luogo ad un minimo, 
s’ esso è positivo , ed ad un massimo',' s’ è negativo. 

97. Per primo esempio , prendiamo la funzione 
< r ■ À. r -f-ar* } avremo dunque 

yzza — bx+jt* ; 

j . * * ‘ * 

differenziando e dividendo per dx , si avrà 

D' 

dx’ 



zz—b+ 2X , ^7 = a. 



dx 

d'y 

D valore positivo dr^— ^ ci fa conchiudere che la 
' ' 

funzione ha un minimo. Per determinare l'ascissa che 
corrisponde a questo minimo , si porrà eguale a zero 

il valore di , • si avrà x=— ; se questo va-' 
, , dx 3 !.. 

lore di x si sostituisce in quello di / , si troverà 
yzza ' -pel minimo riclùcsto . ■ ’ 

08. Sia ancora la funzione a *-|-A ^ diffe- 
renziando r equazione jzza‘’-^b' x* , c dividen- 
do per dx , si troverà 
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^x>£*Mis$nn, X 
ux d* 

ày 



7 « 



Avendo - — ^ un valore negativo , si vede che nella 

•QX . * 

iunzione vi è un massimo 5 L’equazione — ac**z=:o ci 
< 'da are : — - per 1’ ascissa clic corrisponde a questo 



.00 r , 



massimo , c sostituendo ■questo valore di x in .«picllo 
■di V, si troverà 

rr=“'+4? , 

Sia ancora Tcquazioiu: 

/ 

ai avrà ' " i 



dy 

eguagliando a zero il valore di , si avrà 

■cLr 

4. i* ■ 

ga ’j :’ — b ^a:o , da cui si ottiene x——7~ ; 

, oa 

i 

- Questi due valori di a: , sostituiti successivamente 

d’y . ‘ ‘ . '■ 

in quello di — ; ci £anno vedere die nella funzione 
dx , , 

> 

vi è un massimo , ed un .minimo. Il minimo corri- 

b^ • . b* 

sponde all’ ascissa -f-::—»s‘l massimoairascissa*— ,7 — : 

* ' -iit Ja 

mettendo questi due valori in quello di y si troverà 
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. . • • 5 ^ I 

yz=c pel minirao , «i y = c ’ H pel 

<>« 9 <t 

massimo. 

/Applicazione (Iella teoria de inastimi e minimi 
alla soluzione di dwersi problemi. > 



PnOBLEMA I. 



.4lJ. . 

100. Dit>iiìcre un numero in due parti tali che 
il ffriuìoito di una per P altra sin il più grande 
po'!',iliile. 

Sia a (jiiesto numero , ed .r uua delle parti 5 1 ’ al- 
tra sarA a — .r . Dun(|iie u{a — » ) t' la ([iiaiililà , di 
cui si doinatida il massimo ; diUereuziaudo e divideii- 
ilo per tir 1’ equazione y—x{n — x)—ax — x ’ , tro- 
veremo 

dv d’v 

T-^=— a 
dr «le 

dV . fl. 

Il valore di -r^ ci mostra che la funzione effet- 
dx j 

livamcnic racchiude nn massimo. Se ijucsto coeflicien- 
te si fosse trovato positivo , il prohlema sarebbe sta- 

to impossibile . Eguagliando a zero il valore di -j^ , 

troveremo x=-J-<z , il che ci fa vedere che liisogna 
dividere il numero a in due parli eguali , alUneliè il 
prorlolto di esse sia un massimo. 

P li o n L E -M \ II. 

101. Fra iutt' i eilindri iseritli in nn cono retto, 
determinar lineilo che ha il più gran volume. 

■ '■'Sia a j Fig. 9 ) ì altezza SC dal cono ^ b il rag- 
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gio AC della. sua base , ed ns la distanza SD del Fig.g. 
% 01'ticc del cono al centro del ciliudru. r ■ 

I triangoli simili SAC , SEU Ci daranno 

se : AC=SD : ED , o • ■ . •' 

a: ^=x ; ED=— ' ' • ‘** 

a 

Sia i:v il rapporto del diametro alla circonferen- 
za ; .si sa che il cerchio , il cui raggio è r //a per 
superficie «r' j dun<iuc il cercliio EGF , il cui rag- 
gio è , avrà per superficie ; mol^ijilicaa- 

d et ' ' •» 

do questa superficie per l’ altezza DC del cilindro , 
cioè per a — x , il volume del cilindro avrà per va- 
lore a) j sicché si dovrà differenziare 1 ’ 

a 

equazione 

*b* 

<la essa se ne deduce 

< -- = —{lax-^ix ) , e = _-(3«— ò.r)i 
^ dx a dx a 

«guacliando a /ero il valore ili , ii ha ' 

j dx 

vb * , 

— —(2ax—'òx*)—o, o piuttosto 2ax — ’ 3 ar’=o, 

l 

equazione eh* è il prodotto <ti x , t ?.o— 3 .r , e che 
perciò da .x-;=o , a~-^a5Ìl valore ,x=.o non può eor- 
vispoudetc ad Un massimo , poicclù' hi (piesta -ipotesi 
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d'y 2^3* ‘ . 

riuucesi a , numero positivo : questo 

valore indica un minimo;, cd infatti quando a:=:o , il 
cilindro riducasi alitasse del cono { poiccliè quanto 
più è alto il cilindro , tanto più c sottile ). 






Il valore x =: — é dunque il solo che possa sod- 

d’y 

disfare alla quistionc; infatti in questa ipotesi i“ 



riduccsi a 






a 



, numero negativo , Risulta da 



ciocche precede , che il più ^ran cilindra circoscritta 
al cono retto , ha per altezza due terze parti di 
quella del cono. 

) . ■ i 

Problema III. 

I • » » • I 

( 

Fig.8* 102 . Dividere una retta A'\\ in due parti 

KX‘ , in modo che il prodotto di A’K*. KX’ sia- 
un massimo. 

La retta A'X' rappreseti! isr con , e con x la par- 
te A'K di essa > 1' ctjuaziuue del pròblema sarà 

y=x»(rt— x) ; 

da questa se ne deduce 

* ■ . ' ■>. I 

^=3ax* — , -r-^z=6ax — i2x* ; 
d jj *■ dx 

dy 

eguagliando a zero il valore di , si, trova x=o, • 
ed xzz~% . Questo secondo,: valore ò il solo , che 

,4 






V 



Digitized by Google 



' APPLICAZI01U5. de’ M issilo , K HlSDfl CCC. 

possa sciogliere il problema , poicchè esso riduce 

quello di ^ a — ^ , risultamcuto negativo. • 

ax 4 

io3. Osserviamo , che quando nel valore del coef- 
dy 

ficicntc diflcrcnziale - — vi 4 uu fattore costante po- 
dx ■ . r. 

sitivo , può supprimersi-. Infatti , se si La 






si deduce 



dx 






d’y ^ d^r 

“ "di 



Poiccliò questa seconda* equazione non La alti’ og- 
getto , clic quello di farci conoscere il segno del va- 

d * V . 

lore di , questo segno non dipende cLe da quel- 
lo il quale apparterà a , poiccLò À è un fattore 
«> * 
costante positivo ; dunque j4 può esser tolto in que- 
sta eqiiaiioue : Può esser tolto parimente neire<jua- 

i\y 

zioue — — poiccLò dovendosi eguagliare a 

. ^ . ... .1 
zero il secondo membro di questa equa/.ionc, per de- 
terminare X , r equazione A^r—o , darà pizzo ; d’ 
onde segue clic si può sempre omettere la costante. 

Problema IV. ' 



104 . Sì vuol far entrare in un vaso cUifulrito 
una certa quantità di acqua , il cui volume à no- 



I 
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to ; si dommrla qttali dimen^oni bisngM dare a 
qmc.fto vose ^ ajfi-ichc la sita siqie^icie interna sla 
la via piceoln possibile. 

Sia V il dato volume d’ ac«|ua , rd a: il iag},Mo 
dulia biute tlul cilindro ; r.t ' saia 1 aja della sua ba- 
se , e TX*, alt-ciliiid , il suo volume; perciò s> avrà 

altcz ciliiid T.»’=:V , 

da cui si Ita 

V 

aitcz ciliiid r: p- : 

TX 

t 

moltiplicando fjiirst’ altezza per la circonferenza della 
base , eh’ è £T e , si av rà 

V 

r . a TX = 

T.t X 

f 

per la superficie convessa del cilindro. Se a questa si 
unisce TI * , cii'ò ipìella del’a I ase del cilindro , IV- 
qua/.ioue che si dovrà dillcienziarc , sarà 



aV 

) — 1- «■ e 

* X 



se ne deduirà 



i\y aV d’v 4V 



UT» 






£guag1iaiulo a zero il valore di — , si ha 

I V 

" ' ) 

• • w • 

Si vede che questo valore corrisponde ad un mini- 

d’j 

■mo', poicclrè esso ruiidc po^itlvo quello di j— ;dun- 
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8r>, 



ilBb^ ii' ragg^ ,(ldMa .-Laàe del ciliiMiro. ctreiAo sarJI 

X \ \ -i i , I J ./ } 

V ( — ) . Se questo- valore mette nell’ espressio- 
ne deir altcaza,, si trovfrj per altezi;^ del .ciliflclra,' 

V -•■■•-•V >\i e.V 

■ =^r= 



:v * V 

*v^(T)‘ /• 



' T t 



Queste problema f applicabile all” arrtgfieria 
poiccfiè essendo data una carica dt polvere , si può 
trovare quak, diineasioni dovrchbc, atiprc un nwrta- 
ja a -camera cilindrica'^ vjfwciè in polvere eserci- 
tasse il pià^ piccola .^orza contro le pareti deVa cfl- 
meia , . •/ < „ . , , . v 

SI vede. oHq t ipifica, ,qi)istÌonc'ù ridÌK?<4 trovare 
quale è la pui piccola superficie , cnc possa darsi alla 
camera d.el mortaio 5 e da cioccltè precede^, s^ue clic 
il raggio della Pinéta' debba essirc 'eguale alla ’st'à. 

.. 

— i • !■ ; t.P ROatE^^ 



V- ! y «ifp il» fi 

'' mi l-ii "1^ 



" to 5 ; • TrcP^lùif'i leoni isnitti im*uim^(Sré 
minar quello , che hc^ una più grande supcrj^cic 



:cia una rivoluzione inforno dell’ asse C!X, . la^or- 
CM '“ffcucrcrà un' cono",'- lid"èdi‘hiffe/.ftniÌ^ 

_ MP n <aggib' delld base.' ' ' * 

La sujfeHlc;^' <ti‘ qnésto*''(‘Hrttìr ^'rf^wr < 
iiin ssiiqiic VT PìVf‘.“t CM i‘‘'l^iirtli‘c ‘uórl^si 



'p*'C— a 

'• PMaiyni45'rt'**<''»)dtV‘(2da-7-4’)::s • 

6 
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§9 Càt.C»LO DIFFUBHZIÀLE 

È simttMcnte eucndo CM madia proporzionale trjl 
ex c CP , si avrà 

CM=V^<wi 

e perciò , 

snperf.conves. del cono z:iry/‘(^-<rx—x 

— 'zax’)j 

dnnquc T equazione elicsi dee differenziare è (art loa^« 

,y=»V''(4a’x’— aajcOi - ' ' 

dalla quale se ne deduce 

i ' ' . 

d^y 4® * 

dx “ V^(4® ’T 
Eguagliando questo valore a aero , si aVrà 

' ■ 4 ® 

equazione éke resta soddislatta daa:^ '^e Ja®p.^- 

n primo di questi due valori non può appartenere 
ebe ad UH minimo. Noh‘ vi ò dunque che d valore 

sns^ cko ' possa soddisim alla, quistiune , . ciocché 



I / I * - 1 ! , . • 1 

io§^.. Prima di ^ y4pj'* di questo cocf-^ 
Oriente differenziate , vailo a Uiclter*, in veduta un uie- 
tod<^. ,c)>« ,i« akuni,,casi ,a|d)revici^„i^ca1cqli. ^ , 

, enerverò primieramoutq « che quaqdo una mnzuine 
dtxdivicn qU)dato v^orè dell* variabile 

Ì9 generale non cijiichijiilcrsi che. fuebe il suo coel- 
ficiente differcnziiUe sia puliti : j}«'. e»CBip*Q j ** ,**. 
la futaione **— Sac+ti > che diviene nulla , allorclic 
sca , o Xfii'i il cò^cieiite diffe^iUitl* di quc« 
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ArpLic^,, iNt'j(A«aiici , Mu^Mi. 8| j 

^ W-jnSrv» ^Bop <iivicu« ùcarupeate 

nullo nelle stesse Ipotesi . 



107. Si powitKi qiialcbcvoll^ abbrev iare moli» 
le 0^‘razi'jiii _c^e s itnpie^àfto pér rfcoVidsceré 'i« 'i^a 
niii/.i»iie sia sii'-cetlibile di massimo 0 di minimo , li» 
lalti , siippoiiciido clic si voglia Jetermiiiarc’“il coeffi- ‘ 



li - - isisiini V Jl 

neiite diirerciiziale dell’ e(|uazioiie , „fl|a qua- 

le X , ed X sieno fiiii/ioiri jR, ,(|i cui la prima 
solamente diviene nulla dietro uli dato valore di x , 
dilieicnziaudo questa cqujmioiM: ( aft. i4,.)„ e divi-'* 
ileiido per dx,.siavri: ' i — 

d*^K XdX’ X'dX 

■M.M, ^ 

rd «sa«Mlo_. j)*.„ipoterf Xato .pel da»o -»al«ra *■ a- 
questa equazione si ridttrrà a 

dar’ dx 

‘ i'.’l t‘ 

Da ciò si conciuudorclie per •tleitirfc bisocnab 

t;j ^ . -> — P~, 

1 1- ( \ a ■ i j -ry ; * x • i, . , V 

mo fiplicaw il coefficiente differenziale del fattore 
niilJo^pcr t’ ihro Iatture **. . ..*.1 

— ■ ■ I . ■ 1 I } sl.ift. 

^jQitcrtt^egoIa non' è aeoia eccezion«r,'poiccIiè 
( . . . . — 'dx ^ 

' . •* •’t ,■ 1 •• I ... — ) , ' 

può essere 'anebe tuiUo . Per esempio- se si avesse. 

'.'ri.’ ' ■■ -J ' ■ .V,. *r 

^ca**(xi— «)’ , equazione clic .ba radici. eguali , i • 

, ... .f,.,!, 

due termini del valore di sareblnrro nulli v ed 

Ij ♦*» 1; » *».;<! » »M4i , .1 / I* ■» 3 

‘ ■ ^ V^l t***».* i j\^*' 

invece di sopprimere il fattore rappresentato da 
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' •'*' «AÉtolO )ÈU^tìfPÈmXIM •! I 

SB si <vioi' otteftói* 'Ur <!6dRdentfe 

‘ i .!,• » •' ; < • t 

t 

trt? di".'J=tt‘j'si fatf* •“• * ’■' ■ ‘ ,’ ■' '; ■ , ‘ 

!» Mi. ■’ ^ i , '* »•'■!■■ 

-M.I. bì*M,, l'-i 'y: * ■•‘* !• ;*•••* .■'■’• 

.Jh -r. ...... / ... / .: 

si-aVrà*' •’ ’■•' ■ ' '. ’■ ;■ ■ 

. .J.y* .1*.. r^^vv" ■;' ‘ 

— i - . — . d^-T-^ ‘ < ' j ■■• 

do; v”^' ‘1*’ V JC 

Zi./ ’ r ' ' 

log. RiprciHliamo ora l’ieil««ioi« (4®) , dalla qua- 
le. st v«ol aiwre il. Valwfc di ^'^*4 S ' “<**’’ »po*«* ' '<^5” 
x=. ^ : decomponendo il nqraeiBtorc »«’. suoi fattori 

ji.!. *-ù 

si avrà 

àJg(4<«-^3r>.i> >^ *i 4U<i:glsi:./::.» o YÌa-3x)^ 

dar " V(4a’ ar *-aax ») ~V^(4a ’ x *-aaa: , 

. ik. rcrr.i'il; JtrM ■ -A.'.-. Z/ ’ U f'* 

nell’ ipotesi attuale , essendo nullo il £att0flf,(_4<tT;O^>S!!i 
si avrà 4 IO? -) - ' " 

d*y ; ,, ax, , _ y,. d (4tf-<3jg) , ^ * 

djr’^V'(4flt 'x aax)’ dx V(4<i 'ar‘— ai/x.') 

vi'i ■ ■ I Il — , 

si dovrebbe , art. g6, ricorrere a’ coefficienti differenzia- 
li degli ordini supcfióri j per riconoscere se-la ftnuio- 
ne è suscettibile di un massimo , o di un . minimo j 

• 

se — fòsse infinito , s’ incontrerebbe il caso dell’ 
dx I 
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AfPLKAZ. xe X4SII1 H!,V B< minimi. 



M 



e per con«eguenza , divedendo i due termi 
frazioue per a: ^ «z ‘ ” 






« I 

' ■ ! . ,;'v ^ w 





dx* <4«-V^2&^) ' 

mettendo ^in questa equazione il valore di x cV è 
• ■' *■>'■ ■ •'•T'' t ' i>i« •'C 3 ^ 

SI oltevra in line 



1^' ” t . M »• ie f ' 



% ■ 



— , "IÌH!'»' 1'" 



Questo Valore tessentV» tiegatrto , ^llo ^di x 'ibr- 
rispoiidef ad un massimo . 

* ». ' * > * ■ f • ^ 

. , , / - PrR o B* Vt,- 

• • » !, ■ r 'V V ■^- 

j tip, 

solo, y,^X y, si" dòmanda di/ar .^owre, 

yiintp H*<» retta CB , <dt, clic . , iécouVanUt»: gli >0sd 

AX y À Y y nè' fiunti^If y C , sia CB un minimo. 

Sia AI=:rt‘, Iba/i , i VriangoH^hangoli 

IEBt'ACB ^ ci danno “ t~',> V * i ~ ^ 

IB : IE=:AB ;ÀC , o x-.l>~a-\-x,: AC j 
dunque ' ‘ *' 

AC=Ì-®^'', 

. - x-, •» 

c perciò 



v: 1 1 \ . .k*i («ix ■ 






•V ' U 



si ha dippiù ,'• •'y , 

.«.'..vi 

dunque sostituendo ,.qiu::.'ti valori nella farsela.' 



BC=ir" (AB.:+AC‘j,Ì!:;'. •. ni. 



. 1 t 

•t|» .» I 
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86 CALcMÀor DirrEBcrnALE 

«ì a>-rà- ■ • ! • . r r- . ^ 

EC= V^[(^+ 'X»+f)’)= VK^f j'w*) •] 

• ^ X 



s «/v ; » i - ^ wt J. 

' Biguardando qncsta espressione come il prodotto 



ac .V 



del fattore 



«4 X 



- — • ■ Xz. 



per l’-rflt»' V'(i’+^*) t si dif- 



ferenzierà i^lle regole dell’ art.’^ l e si trnrtrà 



® V. . to', ■*i. . :t 



fl+.r 
X 

(a+x) 



t HdacèiMlo'zd)» sle^o denominatorers è 'HacVUi^litjàinjD i 
dtte terltaini'' della prima fra/ioiiè per' X , ed i‘ due 
terniiii delta* ^scccntda per J , si olferrà ' > 

»'-(<*+*■) - «’ctr _>• i’-fte? t' '' 

IT*' y(i*+a:*)- 

riunendo e ridueende i termini del nuntreatore , , t 

dividendo per dx , ne ver«à, ìitline 

• » - 

^ X ’to— <aA* 

dx “x V(A’+x*) ’ .'...- i . 

eguagliando a zero il numeratene ,'si ha 

Per dimostrare che questo 'valore coiTisponde ad un 
minialo ^ !«i«1léri»no'’so)ameii(e , art. io7'. v ifr\t-ee 
del numeratore eh’ è il latlore nullo , il suo coclTi- 
cienlc dilfcreuziale , ^ così' avi «ino ‘ t 
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A*rtlCA2. DB* KASeUH , « MISIMI. 

à’y 3 - Jig.j, 

dx*“ a’V*(é’+.x’) ’ 

valore easenzialmcnte p^itivA, poiccUè I quadrati A’, 
ed X* sono sempre positivi» 

PROVLEM A VII. 

Iti. Trovare il più gran triangolo rettangolo , 
che possa costruirà su ai una data retta. 

SiB DB=fl la retta data, Fig. io , .r nno de* la- 
ti dei triangolo , 1’ ahro sarà V^(a* — x ’) i quindi 
la superiicie del triangolo àvrè per espressione 

u . 

) 

perciò l’equazione del problema sarà art. io3. 

y=:xy(a ’ — x' )-^(a *x* — x *) : 

„da questa se ne dedurrà ■ . • ■ > 

ày xx’ 

dx ve ****’ — ■**) 

Facendo a’x— xx’=:o , o x(a’-— ax’)=o , si aWà 
x=o , e perciò xx’=a* . Non potendo x essere nul- 
lo , ò cliiaro die questo solo secondo valore conven- 
' ga al problema : perciò i due caletti F.D , CB saran- 
no eguali ; diffcrciiziaiidu il fallore a *— 2 X ’ , si a- > 
vrà , art roy, ‘ 

d*j_ X d(a*r— 2x’)_ 4*'* 

^(a’x'-— x") * dx X- ’-x ♦)• 

Questo risuitamento rssendo negativo , 1* ipotesi dì 
a’ — .«r*=o , da per x un valore die corrisponda ad 
un massimo. 
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CALCOLO DWfSttCKZUUI 



• 8 . 

j Della significazione geometrica de' concienti 

difiercnziali. • , ■ , 

, ijua. Si i v£(luto^ art. 71 , «Le ~ rapprcsejiiava 

la tangente trigonometnea ^cll’ angolo elic Ca coll’ as- 
se della a;,una tangente tirata per un punto di una 
curva in cui le cooiditiate sono x , j . Come <juesia 
verità è il foadameuto della teorica ,, clic segue, essa 
può esser , d*raostrata a priori nel seguente modo . 
Fig. 3. -jiano ( l'ig. 3 ) PlVIz:^ , PP;=A ; mcnaudo la pa- 
xalella MQ all’asK delle ascisse , si avrà , , 

' — +«c. i 

dx dx i-a 
or 

MQ: M-Q=.:u„|S=M, 

^ « mettendo per M'Q , MQ i di loro rispettivi valo- 
ri si avrà 

H Ji ux dx* 

^ Passalo al limite, h h nullo, e taugS si cambia 
in tangT. 

Dumjue iu tal caso si avrà 

: ' - “ 6 ^= 1 - ■ ; ■ 
* • > 

> se PM diviene un massimo, come AR 
(1’ ig.8) , la tangente divenendo jraralclla all’ asse delle 
nscissc , come DT , nou farà angolo con «|ucslo as- 
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Siaicmcjn. BE'coÈFFIClEUtl tftt^EkEHZIÀI.1. '% 
se, e come si Jia Tang (MT,jr) = j— ( Fig. 3 ) , si 
avià (Fig.8.) laiig ( DT, x) o . .1 ■ ' I 

Similmente si dimostrarebbe clic , se l’M fosse un Fig. 3 
miniiho , la tangente trii;Vmomclrica , <livciieado' pari- 



amenti nulla , dovrebbe avei'si ~^o . 

or 

1 ^ 

Perciò la frazione' — — uom liuie altro clic la Hs 

dx ■ * ca ». 



«condizione de] paralelUsmo .della tang^Ute in D(4.^ig. 
>4i , ed 8 ) all’ asse delle ascisse . , 

Il 3. Esamiuia^io ora ìu quale ciroosùnaala feazi^ue 



'd’j' . ' - . •. 

-è positiva o negativa 



I I. .< ■ » 

A ttl <:llctto wnsideria- 



Bio parimente il caso , in cui la curva volge la .sua 
‘convessità all'asse delle ascisse { l ig- f' ) • 

Siano A'Apjc, , Ai^—p cf=Ji ; e pe’ .punti Fig.C. 

•D , ed m’ tiiinsi la segante IWS , e le refie DK , 
an lC paralelle all’ asse delle ascisse ; si avrà 

! . « W f 



Cioè 



zn'o-/«yy’— DA:^(-c^ I 

dv- d’vA* 

wT o H 5 

ux iLc i.a 



Or la sim^lianza de’ triaugoK Dwi'o , D8K. ci da 
Do ; DK=»i’o : SK , 
h 'i ■yJi=Liu'o : SKxram’oj . 

c sostituendo ad m'o il suo valore , si La ' 
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90 , CAtrOlO IMFPEMNmU ^ ,1, 

ày . j’r'»’ . 

SK=r»-f^//+a hecc. 

' «Jx Ux I.'A 

Da un' altra parte si ha 

«'/ J t+rt/t) -, 

skehò sari i m'K = «Y — =/ ( a: + aA ) — /p e 

dv <I’v , I 

/aA + -r 4 -^ +ecc.i 
QX (Ix 

e perciA 

«•S=ii'K-*SK=-y-^, A’ + ec (49). 

d.T 

7 Nel’easo in ciii la' curva volge la sua concavità 
all’ a.ssc delle ascisse ^ Fig. 7 ) , per avere n'S , bi- 
sognerà al contrario aal valore di SK , toglierne /l'K, 
cioccliè darà 

I d’v 

rtS=:SK— »'K:r — A’-f- ecc. ... ( 5 o). 

dx 

Paragonando i valori (49) > e ( 5 o) di «'S , si ve- 
d * y * 

de che nel primo , i preceduto dal segno +', 



p nell’ altro dal segno’ — . 

Ciò posto , può falsi in modo , che dal segno del 
primo termine dello sviluppo di n'S dipenda quillo 
di lutto (|UPsto sviluppo’, c come il quadrato A’ , 
eh’ ò essenziai mente positivo , non può iniluire sul sc- 



S"" 

re del segno di 



le 



dx’ 



, quello che solamente potei decide- 
’ ) 

fl'S , sarà il coefficiente differenzia?- 

,, 1 .1 . 
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APPLICiZ, de’ COEFFICIENTI DIFFERENZIAU. J)1 

Sicché esaminammo l’ equa/ioiii (4g) , c (5n) sola- 
mcute rispctU; a’ segni , si pouà .soj piimu'e /<’ o,Ì 



'■ ’ ■ ' '”-K 

i tenaiui di« seguono ^ ^ e quest’ cqgaàoai di- 



; 

. n 



vérraiino ri^etùvameiHe ' ' 

■ (Fig.6) „-S=+g i ( Fìg. j ) ' ' Fls. 6 

da cui si ha '( t'ig»6) ^ * *■ t 

- • 

Se JK si rigiiai'da come una (juanlità positiva, «'S, 

Fig. ti , preMitcìnlosi per io siesso- ' verso eli j-- , sarà 
pusilifO) sicché r equazione (5i) ci la vciicie , c».« 
d’j . ! *• . ' / • • ■ 

é positivo , quando la curva volge la > sua. con- 
* ^ - I , A • ‘ • I I •• t • 

\cssità flll 2 sAc (lolle scisse . 

Se poi ,si eousidcra 1’ équazyme ' (5a) , e la Fig, 
che la riguarda , si Vedrà che — n*S rajipieseiila una 
retta presa in un verso opposto a quello di y , il cliè 

/a sì che , i negativo » e che perciò in qiiesty 

ca.so la curva volti la ima concavità all' asse" ilclte 

, •> f 

ii4. Si é suppo.sto finora, la curva- sitna»a al di- ' ' ' 
sopra dell’ a.sse delie ascisse : e.saihiniaim» eioecln- acr 
cade, ailovrl.é es.^ sj «eude d disotto, ..^ila 
( b ) . Egli e cliiaro , da ciocché prei-ede , dm ^ -j(j 
poiecim- la curva rivolge iu M La «ua eoi|v«ssiià .ver- 
so l’ asse ddle ascisse , . e- pet eiù MN è • poniti^ 
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CAtrotO DlFFEnENZlAL* 



vo ; or le rene MN , M'N' , ,cl»c sono situate 4alla 
stessa parie della tanj'eiile TT', debbono ^vcre lo stes- 
so segno, e come MN è' positivo , MN' dee esserlo 
iicora •, d’onde segue che al. punto M' , ove la cur- 
a volgo là sua cOiieàvità verso l’asse (fella àscissé ^ 



a 

-va 



Ay 



d.r 



^ avrà un segno contrario .({^cllQ• dell’ ordinata 

PM*, eh’ è negativa; là curva ’volgejebbc , di,con- 

d’x ' 

trario , la sua e.onvesità , se / ,e, —, av^sseto Iq st^ar 

so segno. In guisa che può dirsi in generale che da 

d ’/ ' ' ‘ • 

qualunque parte cada la curva , ha lo stesso se- 
gno di /, allorché la curva volge la sua, convessi ti 
all’ asse delle ascisse , . e prende .un. s^no contrario , 
allorché vi volta la concavità. La curva volgendo la 
sua convessità . e la sua cuiicavilà all’ asse dcÀfe ascis- 
se , sccondochè 1’ ordinata è giunta al suo massimo , 

o minimo , si conosce porché primo 

I, J * 

^aso , c negativo, nel seeon|lo.' .1 . • 

n5. Può essenù ancora uu massimo o un mini- 



... -, d/> , 

mo , allordié si' ha - — = 00 , 
d.r 



Per dimostrare ciocché 



svilirà 'questa condirfone' sit 
g. una curva ;VIN, (Fig.8);egli é 



sia „V=:/x r equazione di 
8. una curva iVlIN, ; egli é ccilo clic se si da ad 

,r‘un vatoré AP , questa equazione ifeleriuiperà' l’ or- 
dinata PiM . •■ ’ 

Se in seguito si scioglie 1’ eqinzionc per ^rispetto 
ad X , e ciic -si ottenga ; egli è chiaro che se 

si farà J = ^P' ( valore 'prece lente di / ) 1’ equa- 

zione darà .r.^P'i\I. In quest,’, ulfiiiio caso , / .sarà 
considerata' èònin l' fiscissa cd x come T' ordinata ‘ 
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sicniricAz. d£' CMynciÉMn*MrFEiiEHziALi. 9 } 

c ir cogniti ' la stessa 'irurva , 'perché le aseiijse ^ 'si 
prendano 'Soirasse“A'¥,*‘e'’clw; 'i’ alt^d asse sia tignar-^’' 
dalo*'co«ie <|tieM<) dalle' oittiuatc/^'*' - ( ' ■ •1 

in- questa i[o^i, si può cercare il massimo, o il 

miniiRo d«Ua,iuiutpoc x 4 i A,.t 4 <oggcUo ,si 

«* 

da: 

tcfli d«U' equazione preposta .-p-zM , t.e si, sufqt«r« 
rà M=z0 : 1 fiiò.,posta l’ equazione -j- teM ci dai. 3: ' 



dj^ 



Il . . * ‘ 

=: — ^ sane» N*lsi«iC)iè la cquilkioue necessaria vjaf- 1 






M 



ilndiò ;vi ; sia'-Iuogp al, massimo « o id minisiiQ nei: 

• > • » .;x . i'>l • j 

senso delle ascisse è — =« . 

dx ■* 

» ' *V 

116. Per esempio ,* se si prendesse 1 * etpiazioto * 

y*"z:zax — b 

■ ' • ' - •— < . : ' • '•• ’i '! t 

... dy , a , , . I 

se ne otterrebbe - — cr — ; rguadliando 'a zero quc- 
-1" (• » M - Jx' r ay ’ * . < i . * 

• . Il - 111 . 1 . J . . .11 .1 . , ,1 

sto valore ^ ,si ;ha Jjz» ;.;dooque la curva non può 
ayerc: un massimo nel, ?c!!SO dqil^, ordiiia'.^i, «iic;nl i;ua, 
distanza infinita, dall’ asse delle asci^ce. in inizino, pra, 
se essa 'ha a|ii| limite nel_ senso ^,dellc a$i'js’|e ( in g|> 
neiale s’injstnde per limite, il mjis^uno o (1 uiinimo ), 
A tal oggistip, bisogna supjHJue , ivtntUq , U xaliue.di 

^ , ciocchi da — =135 , cqivìvvne chq.finaaAe J-, 
ax ^ . ^ ^ 

'dcoipita quando u fa.'/— 0 : iq questa ipotesi 11 v:|lo-, 

,1 d’.r . ’ a . ; ' 

re di ■ SI riduce a — nsultameuto posilaslk .1 



» t » 



g4,. ,1*1 CAI,€W>iWrB«j«W*UM, 

SV'.v^e dunque cLi‘ U valore di jrtso oorcisponde, ad 
un jaioimo di x Questo si detcNninerà C|ceado 
nell' c(|ua2Ìuue proposta , ipotesi , cb« ^ sidurri, a ' 

y. r . - • ... .. ^ , •• 

ax^fco , d' onde ne dedurremo' a s—* ,'cte sari'U' 

a 

unnrmo rìeliiesto. ' Questo minimo è rappreserrtato da •' 
8 AX Fi^. 8 , che sarà' la minima ds tutte le x ri- 
spetlO;àlla cuna HXH' . 

li 2.' Terminamlo questa materia, ottserveremo che > 

r-oquauione —st'tì c’indWai ohe là tangente XK.*. 

a|ÌMrHei(e ad Un angolo retto e perciò- h péiqicàdi* 
colore all’ asse delle x - 



CoHsidir^zfoni, go^endi soffra i ffuati^ siitgolari 
deUe' curve. 
i— ( 

• Il 8. 11 calcolo diflfererwiale può essere di mia gran- 
de, utilità, pirr livvare la formaci Una curva. jjli,,CuL 
è "ilala I' l■•|n,'l/.ione La teorica de’ massimi e mini- 
mi ci olire i me/./i di (lcleimi«ai'c i limiti nel .senso, 
delle asckse , ed ili quello delle òrdriiale ;‘"nia ciò- 
. iSin l»;»siirrebl)< p>’r farci' riconoscere' la ' forma della 
etirta. IVr esempio le cin'vé delle figure' ('>■*') ('*.8) U • 
('^g) 'i'rlie hanno gli stessi limiti OC V OD 'nel senstt 
ihOh* -sinlinatr , ivf OA~, ÒB in qùéHò 'diéMe- -ascisse ‘ 
iiiiii -ni Ta^sòmigliano. Ciocché dislàngiir la ‘xiitva ( h 
U7 ) dall’altra ( Fig»,'.*8 ) , è che in. qo,esl’ idtim-a;^ 
liihi 'ti 'ò che ini 'sol punto d’ iiiflrssióiic ; diiamnsi co- 
si quel punto, ovi; la curva da roju;ava diviene nni- 
vé-sa il da etnivr.s.sà Concava . Nrila CMrvà;, ( 'F'g* ' 
ao ) vi sono due punti d’ in^le^s^onc , uao^ in E , 
i’-albO' iii.Gq ed an punto di -regresso in C , eÌo«; 
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uti punto , ' ove la curva fospeude tutto ad uu .tratto • 
il- suo corso. 

' 119. In generale , i ponti ove la curva soffre de' 
cambiamuuti , chiamansi punii sineolari : si vede che 
su . si Ita il mezzo di conoscere ! i luogiri , ne' (piaii , 
(]Hcsti punti esistono , sarà facile di seguir la curva ! 
nel suo corso. Per esempio , se vi sapesse die la cur> > 
va ( Fig. 39 ) ha de' punti d' iiillcssione in £ .ed ùi é^ig. 
Il , c de' punti di regresso in F , e G , si potrehlie' 
prendere un' idea di questa cur^a per mezzo dell' up • 

iialisi seguente . • ' ■ ^ , 

Partendo dal punto A , di' i un lìmite nel senso 
dulie ascisse, la curva vdge sul principio la sua con- 
cavità verso r asse delle ascisse uno ad £ , ove 
sic un punto d' iuilésskiHu , che. da .concava la là di- 
V enirc convessa . AH' estremità F della parte conves- 
sa £F , essa sospende il .suo corso. al ' ptinto di re- 
gi cswF., al di la del quale essa è ancora convessa 
nella parte FH , per tornare ad esser ameavà al ‘di 
là del punto d' iiifleStiioUe HS c coiitinuarc cosi tino 
al punto C, eh' è un limite nel senso delle ordiii#to;. 
inline da C , e da A fùio^a G^ , la curva i compo- 
sta dì due ardii £BG , AD(i , che volgendo le lo- 
rt) concavità all’asse delle ascis-'C si rinnì.seono'iii un 

r nnto di regresso, c ,pas.vaiio pc’ due limiti B , D 
mio nel sen.so delle aseis.se', c 1' altro delle ordinale. 
, 130 . Da eipccjiè prccc(}e , si vede t|uanUi saiebhe 
vantaggioso di potq'C. , ;per mezzo dell’ equazimic di 
una curva , determinare le eoordinate de* juinIì' . singo- 
lari : si ò già fallo conoscere il metodo di delcrmiuaie 
ì tnassiuii e minimi I iron resta dic'-ad orettparci della 
ricerca degli altri punti singolari •, ciocché diverrà il 
soggetto de’ paragraK seguenti . • 

I 

' Dc^ punti tt if^esiimie. > ' > ^ 

13 1. Abbiamo veduto che un, punto rt’ inflessione 
è quello , nel quale la curva da euiivessa diviene 




CAUeOiLb' VtFFERBirZIALS 

coi#tvti ,'w cobcar* cotwcss»- Lv curva 
Fig.3o ( Fipj. 3o ) et offre in M un punto- di quieto gme>-i 
rc.’'Tirisi per questo punto- ■una tangmrtc *TT' ; se 
' considertarmo le diverse ordinate comprese tra- MV > 
ed MP ,• osser^'creino elle il prolungamento ISriVdel-»- 
r4ntiniata lino alia cui va , aiidri diniiiiuendo- a pro- 
' porvfioné che si avvicina ad M » ove- svanirà ; se csa-, 

.;.j jniofame» le seguenti onlrnate , il proluiiganEnta- M'X"'' i 
delfordinata cadrà al di sotto della -tangente y e >pcr^ 
cons<^rrétr/a cam'ncra di- seguo-, in toodijcfiAwse M'jV^-Ì 
era positivo, Ai''jN* sarà negativo. Questa la coodi— i 
ziotHp-- c4ie andremo ad espriinnte con uba- equazione . 

Sia duntjuc, ( Fig.'^do j, FPx:Aù=PF'‘'j si ba evi— •> 
deatemeute >1: t ; i-. i,. ..ur.-, 

a ..-q lu) ;.ió 

. '■ m : '' 

, * Per deterrai tiare’ il valóre ànàlilicb- di, N'P si li* ‘ 

111 !. ../t . .-I. t--> ( -1 I - I .1 ... 



. rfP=MP-hN!Oy 

! t . . -1 , 



) lO.. ; 



-..I I, -i . r--Wiy+NtK.^,(55>. : .» > 1 .1. .1 

' > -! 1 ■ . • - ■ . 

Rispetto al valiae di N'O y^.il triangolo rettangole» 
K’AiO ci, da T 

, • ^ I 

Or si S velluta , arf, yì , ‘che l*" angolo- N'Alo y 
ibrmato dalla tangente in M. con una paralclla all* 



asse delle ascisse, avea per tangente tn'gnomclri- 

V ! -■ I 

ca ; per conscgueiua rimpiazzando teag N’AIO con; 

àv 

, c mettendo in laOg» di* MO , avTcmo 

Ot; • ' 





' m’ Mnm D* mrLESRiosct ‘ 

' Sortitnewlo questo Talor» neir equazione (55) . c ■ 
mcwrnao ui seguilo queUo di N'P* uiirequazioue(5^). * 

Ji ^-k"" li' ”"“™ ■' «Im» 

f ^ , p(«jamo dcduHo da quello di hVS' ■ iù- 

latti se r ordinala suppongasi litromlere paialella- 
mcnle a se stessa , M'JN" diverrà M'iN' , allorché h 
SI camliicra m —A : dunque supponendo A negativa 
iicir equazione (5(>) , si avrà * 

^ A . (5;) . 

_ Mettiamo ora in luogo di/(.r+A) , e di fU—h\ 
i loro nspellivi sviluppi , si avrà ' ^ 

wK' = (,+±;/,+i:!:i: . ■*> , 



di 

d *v A’ 



L 





da: dx* i.a dx* 



dV A» 

ìri+“>> 






£ riduccndo , quest* equazioni diverraifQg 
M'N=^ 



d> 




II’ 




dx‘ ■ 


-L 




.,.(58) 


.^y 


A’ d> 






dx\ ■ 


1.3 (TP 


2,0 


• • . (^d)* 



« 
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Ftc.3o Ciò posto , acciocché in M yi sia un’ mflessione , 

^ bisogna necessariamente , cl,e , Jando ad A un picco- 
iissimu valore , le liftee U K e.l cadano una 

sohra e l’ altra sotto della retta TI , ‘'**6* 

che M'jN' ed M">'' aldiiano segni contrarii ; or ciò 
non è possibile , se non quando il primo termine 

il- delle serie (58), c (5g) è nullo. In- 
dx’ i.n 

fatti se ciò non fosse, si potrebbe dare ad h un va- 

‘ . d> ^ 

lorc picciolissimo , in modo che il •«'‘mine ^ ^ 

sorpassasse la somma algebrica di tulli gli 

“;ji .Iella .cric -, !.. quoMO c»., H »'g"0 J| ;i»<» » 

\erminc deciderebbe di quello di tutta la siiic^c^ 

Hie un tal termine è lo stesso nelle due sene , nc ri- 
sultareblie che M'M' , M’'ò" avrebbero nec.-ssanamen- 
te lo stesso segno -, per conseguenza la conditone ette 
abbiano diversi segni esige che si abbia 

d ’v «l’ J 

ojó piuttosto ° 

Se avvenisse che lot stesso- valore jli a.i..pp\ 

r" " ' * . «i’/ 

quale ^ diviene zero , facesse anche svanire - y 

^ dx’ , •< 

Lisocnarebbe che — fosse anche nullo , per darsi 

' . J'/ fj 

luogo ad un punto d’ inflessione . E se ■ j ^ 

nullo , dovrebbe anche svanire — y , e cosi m se- 

guilo -, in guisa che dovrebb.- essere di ordine pan 



i 

iilizfid Ly CtK)gIe 



H ■ 



DE’prHTr »' IWELESSIOMB. 

r uhimo coefficiente diflercnzialc clic dovrebbe svanire. 
123. Se il valore j; , di' è lo stesso negli svilupt 

pt(o8) e (Dy), fosse tale da’ rendere infinito , tali 

sarebbero ancora 'questi due sviluppi; ed allora nien- 
te si potrelibe coneliiiiderc dalla dinfostrazione prcce- 
delile , clic riposa sulla possibilità degli sviluppi tne- 
clesimi ; in questo caso bisogna osservare die la con-. 

dizione j~;=o e’ iadrca geacralìnciitc , die dee 

d.r* 

cambiar di seguo al punto d’ inflrtsionc' ,• cioccLè si 
accoida coll art. n3 ; ma "può bcnanché} 

' ' '• da o ,.. . I .< v.i I 

cambiar di seguo , passando per ,l’ infinito. Per datbe 
un esempio , sia ' - ■ J ■ ■ 

d’y . 



x=za — A 

_ ' * ' ■ • I f ( 

tz 

X = a-j-lt 

l 



' ‘ da,’-'*” r-*-a -- 


• j 


* f 


suctcssivamcutc 


• 




’.l ■ 


A? 


» ' T 


7 • ' 


r 


l ' ' 


V si avrà ^ •/.< 


' 64 


li ’ 
I 


\ ' ' ' du.^' 


J*74 


j ■ ^ 

' • ^ dx * 

H .> • • • 


.à » 


■S / A f 



E si vede ,cbc il denominatore del valore di - ■ 

, * '* ' dub’ 

è quello die’ti cambiare di segno il cocfficicBtèjàirc- 
icuzialc , dopo il punto d’ inflession*. 



CALCOLO nirrF«EnnAi.B 

i 2 ,{. Da ciocche precede risulta , che per poter^ 
HTcrc un punto <!’ inflessione in una curva , bisogna 
che il valore dell’ ascissa di questo punto faccia veri- 
lìcere lu^ delle due seguenti e(jua/ioiii 





Allorch.’; saremo sicuri , che una di queste due 
«oiidi/ioni ha luogo , 1’ ascissa del punto , clic la si^ 
sistere una di esse , si aumenterà , o si dimuuura 
aucccssivamcntc di una quantità picciolissima ; e se 



acquisU valori di segno coutraiio per mc/ro, 

dx* 

di questi nuovi valori di x , bisognerà^ conchiuderc 
eb« vi ì un punto d’ inllcssioue poicclie , allorché 



è positivo , la curva volge la sua convessità 

dy 

verso l’asse delle ascisse, mentre che, quando 



é negativo , la curva volge la sua concavità yciso o 
stesso asse 5 ora è appunto per questo cam namen o 
di convessa in concava, o di concava in e(m\ essa , 
«Le la curva manifesta il suo punto d innessioric. 

lag. Per dare nn’ applicasioBc di questa teorica , 
cerchiamo , se vi è un punto d’ iutlèsioiie nella cur- 
va che ha per cquarione 

a)* ... (6o) s 



La difl’erenziarìoiic ci da 



s 



4 
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Tia concli/ionc di ini punto d' itinc£«Ione ricliiwle 
clic vi sia un vrdoi'u di x , che renda nuliu il termine 

<1V 

— i : or essendo x una quantità variabile, determi., 
di’ 

tiiamo uno de’ suoi valori per mezzo della condizione 
«)=ro ; Si otterrà x~a per I’ ascissa clic può 
appartenere ad un punto d' inflessione . Per assicurar- 
ci dell’esistenza di questo punto , diininuiscasi l' ascis- 
sa (l ig* ) « ili t<n^* piccola quantità h , e so- Fi 
slituiscasi a — h ad x , si troverà che pel punto M' 

segnato dall’ ascissa a — h, si lia y- = — i a/i ; 

in seguito mettasi a-f/i in luogo di .» 5 e si troverà 
clic il punto M" segnato dall’ascissa a-\h , corri- 
sponde a , Questi due valori di ^ di 

da da 

segno difl'ercnte ci mostrano che vi ^ in M un pun-* 
to d’ inflessione. 



T , . . . O) 

Là ipotesi di x—ri fa svanire ; per consegueii^ 

d.» ’ 

?a la tangente al punto d' inflcssMnie pnralella all’ 
asse della r . 

lìisugna osservare che non sempre si è nel 



caso di egiingliarc a zero il valore di 






per . 



esempio , se si volesse esaminare , s(f vi siano punti 
.d’ iiillessione nella curva che ha per equazione 

J = ^ s ’ 5 

•si trovcrelihc p'r mezzo della ditl’creii/.iazionu 
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. Or si vede die il valore di nof* 

eguale a zero , perchè essa non raccliiude alcuna quan- 
tità indelerniiiiata , c perciò la curva non può avere 
un punto d’inflessione 5 questo risultamento per altro 
era facile a prcvedei si , essendo la curva uua parabola. 

ti * V 

Il valore di - ci mostra solamente che questa pa- 
rabola volge continuamente la sua convessità verso 
l'asse delle ascisse. 

la^. Per terza applicazione , prendiamo l’ equazione 
1 — „ « . 

y — 5 

risolvendola per rispetto ad y j cd in seguito diflc- 
renziando, si lia 



_ , dj' 5 -7 'y 5 a r 

’ (ir*— T'd.vH 

Se si cercasse determinare x per mezzo dell’ equa- 
aionc 

5 a I I 

~r, — 5 — i — =0 , o piuttosto — , — =0, 

* d ó y-— y- 



lion si potrebbe soddisfare a questa equazione , che 
facendo xzix ) , ciocche non coudurrcbLc ad alcuna con- 



seguenza ; ma come possiamo fare Lenanchc , 

^ . .1 

si soddisferà all’ equazione — ^ — =» col fare xzro , 

vr" 



questo valore di x ci fa comprendere clic può esser- 
vi mi punto d’ inflessione all’ origiae : c per assicurai- 
< 



1 
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ci deir esistenza di (]ucsto punto , sostituiremo succc»> 
sivameute ad x i valori xz^o->fh , ed x=o — h , cioè 



• . . ' d * K 

k , * —A , e vedremo se in questi due casi 

, dr 



■dà de’ risullamenti di segno contrario . Ma invecè di 
fare queste r>p< razioni l’una dopo l’altra, le potremo 
fare nel tempo stesso , sastìtuendo ad .r la quantità 
'*>- h ; allora il coefficiente dillercnziale del secondo 
ordine diverrà 

d * j ^ 5 a I 

JT* - - * 

Il valore superiore si riferisce ad un’ ascissa mag« 
giore di quella del punto d’inllcssione , el valore in- 
feriore si rapporta ad un'ascissa minore . Come que- 
sti due valori Iranno seguo contrario , noi possiamo 
concliiuJere die .r corrisponde ad un punto d' iulles- 
sionc A ( Fig. 3?. ) . F 

iu8. Per ultima applicazione, prendiamo la curva 
che lia per equazione 



Questa equazione ci dà 

y = l±^ .K 

-4 _L_i ' ■ 

dx* 2 2 * Vx ' 

il * y 

Facendo a=;o, si lia — — - , ciocdiè indica clic 

i!.x' 



puè esservi un punto d’ inflessione, all' origine . Per 
sapere se questo punto esiste , facciasi in primo luo- 
go x =: A , c soitituiicasi questo valore injquello ili 
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■J’r 

, il qualp diviene 

dx* ~ 2 a V* 






^ ai fa in segnilo xrr — A , il valore di — di- 

arieiie imagiiiario , come quello di y , ciocchi dimo- 
che ad ascisse negative non vi corrisponde cur- 



y 



va ; 4 )crciò beacliè j— j- sia infinito all’ origine , 



non 



vi è affatto punto d' iiillissione . Da qui a poco ci 
^g.55 sarà facile di conoscere che 1’ origine C ( l’ig. 33 ) 
. - appartiene ad una classe di punti cljc sono stati com- 

. presi sotto il nome de’ punir di rigresto : noi andere- 

nio a prendere ciò più parlicolaiionule in cousidera- 
aione nel paragrafo seguente . 

Da' punii di regresso. 

lag. illlorclii una curva si arresta nel suo cerso , 
e torna indietro , si ha un punto di regresso ; d re- 
gresso h della prìma specie , allorché i due, rami si 
Vi .55 volgono le loro convessità , come nella figura (33) ; 
ed essa è della secónda specie , allorclié le concavità 
sono concentriche come nella l’ig. (34)* 

i3o. La curva si arrosta cosi , perchè al di là del 
punto C di regresso , i valori che .si danno all’ ascis- 
ne determinano degl’ imaginarii per 1’ ordinala , 



cJ * y 

ciocché suppone che ~j~»~ raecliiude 



e se , piJmacehe la curva sespende il .suo corso, — j“ 7 J~ 
valori , uno dello stesso segno di , e 1’ al- 



da due 
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ito di wgno cotiti'ai'io , ciò dimostra clic vi sono -dii 
rami ( Fig. 33 ) di curva riuniti al punto C , 1* uno* 
c<mvcsso verso l' asse delle ascisse , e T altro concavo. 
4]ìon questi caratteri si può iicouoscere un punto di 
regresso della prima specie; al contrailo se i due w- 



d ’y • 

lori di g — j lianiio lo stesso segyio 



i due rami che 



si uniscono in C ( ^4 ) possono essere che 

concentrici : per conseguenza in questo caso il regres- 
so sarà della seconda specie, < 

i3i. Per primo esempio , esaminiamo se vi sono 
punti di regresso nella curva che ha per cciuazione. 

0'— a:)’=r» • 



Questa equazione da 

j — x-fjt'V ' X . . . (6i) . 

Si vede clic allorché si prende x negativo , )■ di- 
viene imaginai io ; dunque la curva si aiosta alV «ui- 
ginc , ove si lia a co ed jrro ; ma ciò non diuiwstra 
ancora che i irli' origine vi sia un punto di regnsso , 
poicclié potrcLhe non esservi in questo punto , elio ini 
arco di curva sempre concavo verso la stessa parte, 
come ha luogo al vertice dell’ iperbole ; jh icìò piT 
conoscere se il valore di .reo corrisponde ad uii piMt- 
’ ^*®*^S**® sapere ciocché diviene presso 
all’ origine il coelficicnte diirercnzialc di .‘oeoiid’or.ii- 
u« j or dilFcrenziando , e dividendo per <Li- la equa/ioiie 

J=Z x+ X* , si ha 




9 

2 



X 



. . . (Cvz). 



d’j 

dx’ 










a 









t 



% 
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Per sapere se la curva è concava o convessa aci 
cauto al punto , ove sospentlc il suo corso , si aumen- 
terà r ascissa di ijucsto punto <li una piccola quanti- 
tà h , coll fare a~o-|-'^=;4 , e con sostituire queslò 



. dV 

valore in quello di ; si troverà 



Xy=±jij-h’Yh 



Questi due valori di segno contrario indicano di 
Fig.35 esservi due rami ; uno AM ( l’ig. 35 ) , che volge 
la sua convessità verso 1' asse delle ascisse , e 1’ altro 
AN , clic V ulge vci-so lo stesso asse la sua concavità; 
per coiisegueiua l' origine ò un punto di regresso della 
prima specie . 

i3a. Per sccondu esemplo , prendiamo T equazione 
ij—by-{^x-ay : 

» _ I 

questa equazione ci da 

Se si fa .1 = 1 , si trova ; ma se si danno ad 
jr due valori minori di a , quelli di _v diverranno 
imaginarii , poiceliè mettendo o+A in luogo di x , 
si trova 

J ~ 'it. V(-A ’>A± A\^(— A) , 

vidore imaginario : dunque la curva sospende il suo 
Fig.35. corso al punto C ( l’ ig. 33 ) , le cui coordinate so- 
no o , eh. 

Per conoscere in qual modo i suoi rami si disten- 
dono al di là del j unto C , sostituiscasi ad x il va' 



loro a-\-h in quello 



d’ 

dx"’ 

l 



/ 



si avrà 
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( dx*~ 






3 

‘ — - — 
^ 4V*A 



d’y 

' Il segno superiore di j— j- e’ indica un ramo CM , 

clic volge la sua convessità verso l’asse delle ascisse, 
el segno inli-riore indica un ramo CN , clic volge la 
•sua concavità verso lo stesso asse : dunque vi esiste 
«el nuoto e un ]ìunto di regresso della prima s|)ecic. 

ij 3. Per terzo esempio , prendiamo 1 a curva , la 
cui equazione ò 

jr=:ax ’ di ia ’V'x . 

Se si fa :i—o , si trova y=o ; ma ad x negativo 
corrisponde uii valore *li y imagiiiario ; uuiu|ue la 
curva sospende il suo torso ali' orìgine j esaminiamo 

cioccliè diviene allora s'odio , scri- 

vendo r equazione (Pila curva nella maniera seguente 
jaarx’ + b x* , 



si avrà 



‘b' 5 7 "ì 

— ~ =2(7X — b X 

dx a 

~-^ =Z 9.a ±. bV^x ; 

dx 'i a 



dando ad x un valor positivo picciolissimo rappre- 

5 3 , 

sentalo da h , la parte — ù^'i del valore di 

‘ 2 2 

d’p . 

— sarà minore tlcìl’ altra : per co; ceguea-a i 

dx 



due valor 



fi di dati dall' cnuaz 



dx’ 



piaziouc 
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, — •,'ìa ± Z-V"A , 

tU‘ 2 a 



straBno jiosiiìvi ; d’oiulG m: segue che airoiigine vt 
saramin due rami, i quali volgeranno la loro curvatu- 
ra vt'i'so Ta-isc della .r. Vi è dunque nell’ origine uu 
punto di l'egiv.sso della secBiida sj>ccie. 

i 3 .^. I |ninli di regresso a|)parleugono ad una clas- 
se di punti conosciuti sotlo il nome di punti multi-* 
plici . 

De punti i}uihiplici . 

f 

i 35 . Si cliiamano punti i punti , nc’ qua- 

li si riuniscono molli rami di curva . Ùu punto niul- 
liplicc è doppio , allorché esso è all’ iutei-sezione di 
due rami; è triplo , allorché trovasi all’ iutei-sezione 
di tre rami ; c così iu seguito . 

,36 i 3 (i. Sia A ( Fig. 3 () ) un punto doppio forma- 

to da due rami di curva AB , Ad , a’ quali sicusi 
menate le tangenti AT, Al" . Se rappresentiamo con 
F(’.r,^’'s') r <‘(pia/.ione della curva .sgombra di radi- 
cali , il tiiHerenzialc di questa espressione, messo sot- 
to questa forma Pda -J-Qd) s:o , non comprendeié af- 
Cuu radicale , perché la didereii/ia/ione di una iiui- 
iioue razionale non ne inlroduce ])unto in questa 
fuiuiuue ; d’onde segue che P c Q saranno quantità 
razionali . 

Ciò posto r equazione precedente ci da 



ih- 

d.c 




d)- 

Poicché 7— dee avere due vaic i dillereull , giac- 
ile 

P 

cLè vù sono due tangenli , hivogua che si dc- 
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fcrmiuì in modo che abbia luogo questa condizione ; 

P . 

essa avrebbe luogo , se racchiùdesse un radicale j 
ma ciò è una cosa impossibile , polcchè abbiamo re- 

P 

duto clic ,-Q- era razionale in questo caso bisogna 

i» _ 

die r Algebra ci guidi ad un risultarociito , che etiti 
questa con tradizione, ed i ciò die ha luogo , allorché 

P ' ' ’ o , . • 

-r— si' presenta sotto lavforma — , perchè sappia- 

V »' o ! ^ ' ' ' 

mo che — è il simbolo di una quantità iiidctcr>« 

, 0 ^ . 
■tfi , ; k: ly' 

minata e per consc^enza suscettibile di più< vaioria 

idy. Ecco in qual modo si dimostra questo leoi 

rema . Supponiamo per un istante clic « ed ■«' rapn 

presentino i due valori della tangente trigonoBietrica 

della 'curva al punto *' maltipUce <; questi valori dm 

vraniio soddistare all’ cquasiono o jii.tiiousq it: 

- ■ . ■(».- QJ-- «li r. t: . 

Zip ssr .0 , ■ . V Vi.rtiJii'j 

iLtr 

e Jaiaiino 

i: Ip ■ P+Qi«=o PQ+«'=:o 

i.iiQucstc due equazioni , tolta 1’ uua dall’ altra» 4arMt<^ 



-'n tt» 




;iionc P^-* Q"r^=Ìb'fo piuttosto — -^iHvieji# 



tio 
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_ 2 _ ' 

dx O'' 

** 1^8. Sr in luogo di due in;ni riuniii in un 
punto , m; al)l>i.inio un più gran numi-ro , l)asta di 
considerarne due solamente , per pruovare clic al pun- 



to d' incontro di tutti questi rami 




o non si 



può'giringerc così facilmcnlr alla -stessa conseguenza 
dlloi'ctii niidtr rami di curva liaiino una sola tangen-: 
te comune : nondimeno in questo stesso caso , si può 



dr 



ancora dimostrare che — deliba presentarsi sotto la 



forma - ; ma come la dimostrazione di questo tcorc- 
Bia ’iS foiKiata' sulla couniderazioHe i de' leoniattl siede 
eurrc 'noi ci riserbiamo di darla nell’ art. 1(1-70) , 
aUoreUò ‘avremo parlato delie curve osculatrici . . 

! >'i 3 c). tiii può osservare clic la dimostrazione, dell’- 
ac(« 4.37 era fondata suda coikIì/.ìoiic c)ic I' eipia/.ki- 
nc primitiva era sgombra de’ radicali :,.?c essa si dif- 
ferenziasse , senza «li averli falli prima scomparire , 
potrebbe avvenire che; un^ equazione la quale aiùuiottc 



de’ punir multiplici non desse — — pj. Per esempio’ 

P'CffUàzirme' dell' art!' i 3 i è in questo caso ; ' t-Ssa^ba 
un punto doppio all’ orrgiuc ; ed intanto se in essa si 

la xt^o , r cnuazioac (62) riduccsi a —f. ' 

* - ' dx t 

ij ' 

j^,i 4 o. Infine aggiungeremo, cbe,brncliè per Un pun’-f 

. ' .di' o 
to muitiplice abbia luogo 1 equazione jr— — — j 
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db’ fusti cosjcoati# ^ 

non ne segue però clic questa equazione debba uni- 
«imciite sussistere peJ un punto ^<li questo gcncvi: , 
poicebè la flimostra/.ioue preceJeute non ci dice all’at- 
to clje questa prcip.iietù si;\ lo.ip csclusi.va . Perciò 
quello clic, dee j;ouchi,udcrscue , e cLe la riilu/iouc di 



a indica solamente die può esservi luogo ad 
dar o > , • - 

un punto multipllce. 

, '141. Ciocclie precede basta per indicare il nez tò 
di conoscere se possono esservi de' punti muitiplici in 
una curva dcterniiiiata «la una eqiia/.ionc. A tal rg- 
gettri'sia V questa equa/iotic ; se ne dcdun'A'pcr Aics-* 
zo della «lillèrciiziazioiic , Pd.r-}-Qdj“0 , e si vedrà 
^ gli stessi, valori, .di x c di soddisfacciano’ nel 
tempo stc,sso alla proposta , ed all’ equazioni P r:: o* 
Q=o ; se questo è , ciò sarà un indizio clic qiienti 
valori di qc e di y pqssoiio appartenere ad un punAo 
^ultipliec , ed allora , esarahiando la, curva presso eli 
questo punto , si conoscerà s'esso è niultiplice. 



' Dd' punti cònjiigatì. 





i.^a. Esamini.im«y una curva talò' ,• clic nella’ par- 
te , in cui lesile eooidiiiale sono imagiriaric , vi siano 
solamente due coorfliiialc rcafi ; «jucstc eoordiiiate co- 
struiraiiiio un punto , elie sinà -iiiUeiamcnfe distaccato 
eialia curva , ed. a cui si è dato il nome di punto 
isolalo, o iVi'jiimto conj^ato. 

llapprcsc!iìiaiu(\«ijà per ituCzzO {\i,ycz.fx 1' equazio- 
ne di ima curva , clic lia uii punto conjugato . ie a, 
b S(>uo:.le ,C(K>rdi«ati‘ di- questo 'punto , bisogtierà 
die alraepo presso. ifi, esso , le rHordiuate siano ipi^ 
ginai'ic , altrimenti raso non sarà' i'olalo ; jicr coiis.q- _ 
guc'iza se sujq>oniat»o die I' ascisiv'i R cresca di una 
piccola <|uaiilità h , l'.prdinala rorrlspo; aleute lappre- 
seiilata «la , dovrà c'se-c ima'jinaria.j ora la 

R«-ri«’ «li Taylor ci da,;,in generale 




c'rV 
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1.3 



4 



d’r 



dx 



1.3 






r.nccwlo xrrrt , l>isopfticrà dir T or 1 inala corri«poii- 
3<ailc àa b ; jN:r coiisi-gacn7.a cambicqpinu y in b ^ c 

*1f d’ir d’y 

cliiamaiKio ( ( - — ; ) , (-7-: ) ccc. cMxrdiè 

ox dx dx* 

in qnr^ta i|M>tcsi JÌTriigoiio i coefikienti «liffereiiaiali ^ 
avremo 

* Hv* (1 *v A* <1 ' V A* 

yroii-A)^+( ^ )4+: )_+(_)_+ ccc. 

' <)r aflì:ich^ y(a-f-/7) sia una quantità imaginaria y 
bitogaa alaieiM> vUe luià deli' espressioni 

’ ,di- , , d’j - , d> ■ . . . . ’ 

^ a 7 ^ ^ ^ ^ ^ »™aginaria ^ 



dx’ 



dx 



cioè die riditesi di xz:a+A renda imaginario uno 
dc’rocflit-ìeiili clitferciiziali, : . $c , questa condizione ita 
Mpgo , la curva potrà avere un punto conjugatu. 

- Ji'et eseuipk) , se si ha requazLuue 

, j'=±C-r+^)v^ X- i 
dìflcetuiaudola si CròVcrà 



dx - ^ ^3 Vx 



). 



• Questo valore divenendo imaginarìo , allordii s( 
fa e per conseguenza jr^ro , dee presumersi 

Fig. 5 - die il punto A; , (’Fig. 37 ), le cui coordinate so-' 
lui a=*— A. el V— o , è un punto conjiigalo; rietmo- 
scrremo in seguito se questo punto è rralmeiito coii- 
]^f!;at<v , auiuentando , e dimianendo snccrssivamenle 
r ascissa — b di iHU quaulilj più piccfJa di 6 , q 
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•ii3 



.troveremo che ne' due caù, y diviene imaginarìo , il 
clic annunzia - c|ic . il {muto, in quisiUonc h un punto 
conjiigato . 

i4d. 1 punti coniugati, come i punti multiplici , 
'manifestano la loro esistenza , con ridurre il coeS» 

. . dy . . ' 

dente diflcreflziale — - a ■£ . Infatti T equazione 

..Q±+e = . • 



'difFerenziata e divisa per da: , ci da 

d.r ’ dx dx dx- ’ 

■ . ^ ^ * K 

e si vede che il termine afTcllo da — ; ha O per 

. , -, ! dx* * 



coefficiente ; dill'eicnziaudo di nuovo , si troverà che 

t t - ■ f * 

Q e ancora li coefficiente di - — — , e cosi in se- 






dx' 



goito ; 4 m gwsaclje «Morchj: si sarà ^imito al coeUt* 
cicnte dell’ ordine n', si avrà un risultamcnto della 
forma . . 

Q^+K=o...(65), 

Ciò {wsto , vi è almeno uno de’ coefficienti diffe- 
renziali , che. diviene imaginario per un dato valore 
di X , e che per conseguenza contiene un radicale •; 



raj>prcse!itando questo coefficiente' con 



dx* ’ 



biso- 



gnerà che la‘ funzione di x rhc rappresenta questa 

8 
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espressione, abbia più di un valore . Ciò basta per 
poter coiicliiudcrc , uome nell' art..i37 , che Q=o , 

d y 

.ciocchi ridurrà l’ equazione P-f Q-j— =o , a P;=o : se* 
guc da ciò che si dee avere ^ = | • 



DeUe curve osculatrici. 

i 44 - Siano .)=pr, .)s=Fjt requazioiii di due cur- 
f^ig.ri ve, che s’incoirtvano al punto M ( p’ig. ii ) le cui 
coordinate siano AP:=.»' , PMsi''} per questo punto 
avrà luogo l' equazione 

px' = Fx'; 

Supponiamo che a' divenga in seguito a'-fù , l' e* 
quazioni precedenti daranno 

(66). 

M-P=F(£+*)=F^+^hÌ^'^+ eec. (6,). 

Se luti’ i termini corrispondenti di questi sviluppi 
sono iiicntici , le curve si confonderanno 5 se si ha so- 
lamente Fa'zrpx’ , le enne non avranno che il solo 
punto M di comune , come abbiamo veduto j se di 

. , dFx' dpar' . . ; 

pm SI ha — T"; — c: — , queste curve si ravvici- 
' ' da da 

neranno di vantaggio ed anche di più , se , oltre 
queste equazioni , si ha benanche ® 
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così in sonito : poiccJiè egli cvitl^nte clic la diffe- 
rfnza <|i M'*P Ì(l3l M'P sarà (anio, miiiorc , quanto 

{ >iu cràii'lc sarà il niluicW de* tcrrnlid rcruaìi ne' di 
orò sviluppi.* ■’ ' 

Ciò ^^o ^ siano a , t‘\‘ c\ ecc. le castanti delP 
cquaziunc j sFaf; sciizà 'c<\mkiarc la liàtlira della curi 
va si prissoiió'daìe *de* valori arili tra rii a queste co- 
stanti : per esempio , se si lia P equazioriè 
eh' è quella ili uq’atUisse , iQ|t^4viUÌ>>*-’ valore che si 
dia alle costanti m , n , |^csta cqUaziunc non cesserà 
-dif ' ap^rlcnei;c all' ellisse poioébè' l' dquazione conser- 
va sempre la stessa farina j bau < inteso però die le 
costanti si facciano variare di valore , e non di se- 
gno , e che non si' ^ppongaqó' egùàli a zero . Segue 
da questa osservazione ^ che p’ossonu riguaivlarsi come 
arbitrane le costanti a , b i c„ cc. , le quali entra- 
no nell’ equazioni ' 



( I s " a. 




dTx' ’ d%x ■ ■ »‘Fx' 
da.'" ’ da:'* ’ ^ 



... ^ ^ 

e prendendo tante equazioni , ‘ qu.infc sono le costan- 
ti , qiiQite .si ipol^aiiiiu dcic.'ininarc , dietro la coudi- 
^iui|e die soduisfacciaiio all’ equazioni. 

Per esempio , se 1 ’ ccpazione^^ sl'a.*”{ion contiene 
a;hc tre costanti a , b , e , bi farà ' 




dptf ' (IFa;*, I ,d’^x‘. 
dx' d.t‘ ’ da:'* 



d*Fx’ 
dx’* '* 



Si ricaveranno da quest’ equazioni i valori di a,bjh 



ìli funzione di x’ , di j' , di ^7-^ ccc. , e si sostituì- 



ranno all’ equazione * vrrFx . Questi allora avrà talie 
proprietà , die sostituendo in essa x-|-A ' in luogo di 
X , r equazione ((>7) avrà i tre primi termini del suo 
secondo membro visiieltiiiemc:itc eguali a’ tre primi 



I 



j 



D^itized by Google 






ut 



. I 1 *1 • 

CALCOLO DtrrE&KKZtALK 



X\ - . 

■* zr.'. 



del secondo piembrò *dai^ equaxione * 
Cioedbe si i detto di ui)* equazione clic racctiinde 
tre sole costanti , può applicarsi ad una'che nc con» 
terrebbe un più grju>_ uumerov ^ V i ' 

ijj5. Soppoujamo per esempio, die T equazione 
rappresenti qqcllq di una rctta^ «sa sari rim- 
piazzata u^r altra ^ ^ , !ur< 

^■«fur+4 • • • (6B) t ’■■■■> ■> Il 

e ' a m • ^ ^ * / a / t# 

L'eqoaciont'di coadtziom nècissaiie pea rdiauni- 
KÌo«e iicUe costanti a , ò , saranno ' ■ >. z 



fx’wix’-|-ù , o • (^) > , 



’j 



dpx' ' 



d/. 



* 

1 : i ,;-i 1- 

A 

eliminando • , si otterrà i ' 

- 'dy ■ , . ‘ ■ ' 

' 'T ■ ' ' ' ■ ' *1 Mi-l > 

Da questa equazione se jic tira il valore di i , « 
aostituendo nell’ equazione (68) quesU valori di a , e 
di b , qtt«ta diserri - 

\ 

la quale può mettersi sotto la seguente forma 

7 — y = (^— ^')- • • (70) • 

Si riconosce in questa equazione quella dì una tan- 
^ gente MT ( F»g. d ) mesata dal punto M , in cui 
^ le coordinate sono «• , y . Tosto vedremo pcrclie 
questa retta MT è tangente in M. ^ ' 

146. Pm evitare k perilrasi 1 conveniamo di .de- 
booiìnare lo curve per mezzo delle loro equazioni • 



^ / C'ooglf 



r 

. / 

AKU.B CURVE OSCOLiLI 



MCI, 



« 

A})l)iaiu« iiedElgi, art. ^ ’ 

-^F r tiantfD «éMnetftff «n jJunto romuitó, chiaman.. 
d^'x' ed y 1# coordinate a questo punto , si avieb^ 
he r equa#iooe di coudizione ©a-siFa’ \ ma che dc- 
terminaudo' due costanti dell’ e^j^azionC /=F.r , per 

•A- dFa.' , 

mezzo delle condftio^ ^a.'— Fx* , ”” d ' * 



le curve comincierebbe^ ^ravvicinarsi. 

Rappreseiilisi co 4 ciocché diviene j—Fx, 
dopo avervi sostituito il valore di queste due costan- 
ti ; la curva ^=/jr sarà un’ osculatrice di prim’ ordi- 
ne all’ altra y'-^x , c se in virtù de’ valori prl>itra- 
rii , elio possono darsi alle costanti , se ne eliminina 
tre dall’ equazione y=Fx , per mezzo delle condizio- 
ni 'seguenti ; , 

dFx' dpi’ d ’Fx* _~y.- 

Fa zzpx , ” j (7O i 



d \xl 



e che rappresentisi con -J.x ciocché diviene Fx , do- 
po tale sostituzione , la curva j r:^.f sarà un’ oscula- 
trice del sccond’ ordine alla curva- j^ipr , a cui si 
avvicinerà anche di più ; c così in seguito , in guisa 
kke per un’ osculatrice dell' ordine niutsiino Ri avran- 
no r equazioni 



E'a'apj 



dFx’ 
’ dx’ 



d’Fx’ d’pr' 



“ dx' ’ ITi'* "• 



dx' 



d"Fx’ d’’pr’ ^ . 



147. Dimastxiamo ora , rhe di due osculatrici ad 
una curva , facendo variare le costanti di una stessa 
equazione , quella eh’ é di un ordine inferiore , non 
può passare tra l’ altra e- la curva medesima. 

* Per esempio, sia MB(Fig. ii-)U curva , Fig-u 



Di.ji;i7 r- 1 - -Lioogk 



V..\ 



V. 
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la sua oscu%fril?*)à||;^^’(li 

iàstraic, clic l’osculalricc y=^^ni prlm’orJÙ,' - 
può passare tra le curve MÉ , ‘ 

t 



118 

ccl MC la 
dee dimóstrai 

Ile uva può passare ^ 

A tal oggetto, sostitueudo ad ar,' a.'4-^*in‘quést* 
«•luazionò si avrò •• ^ -IT , f i 

wi=Kx-+/, )=;)+. 

, !> 

■f . A -F cc. 



•j tUV,^ i.a. 



dx * i.a 

. » ,1 ! 

!.. . . i ' i 



r 






da.'* i.a 



< •» 



• ’ * .a,.' i 



d’4a' A» 



da'* i.a .3 



+ CCC. 






da* ^ da'* i.% 



+ 



dj/a' k' 

da** 1,2.3 



+ ec. 



La curva j3>/.a,e^ndo un’osculatrice di socoùd 
ordine all’ altra J:^px , bisogna che sia , * . 

Da uu ^tr«i psrtc essendo la curv<i yz^^x un' oscu** 
latrice di prim’ ordine all’ altra ^ spa , si iia ancora 

fi-=,x> , = ■'**', . 

da* ~ da' 

Perciò si avrà ■ . , 

>a'= 4 a': 5 /x'' ' . • 



4 



^ : Cookie 



^ ¥ 






• / 0 * 

DU.LB CO&VS 4MCULA»AtC| 

I i^x' .< 14 '^' 4> 

^ da;* ^ dx* *“ dx* 

e solamente 

d’^x' d *-4-x' 

facciasi , per render più semplici quell’ espressioni 
d^' 









-V. 
JT ~ ^ 1 



adx' 



i tre sviluppi precedenti potranno scriversi cosi 

A* 



PM’=p(x'-i-A'=K4-V/r ’+ 



d ’ ^x* 

■di'*^ i.a.3 



-|- ccc. 



PM’W (:t’+A) = K+Y/i • + + ec6. 



y(x-+/0 = K+ 



dx'* 1 . 2.3 

d’/x'/i* . dVx* 4' 

+ I r; 5+««’ 

tlx ‘ 1 .2.3 



Fig.n 



dx* 1 . 2 

e queste potranno mettersi sotto la seguente furm;| 

^(.x'4-/0=K+VA’+MA‘ 

, 4(x^+^)=k+v/,hna • 

/(>'+/0=K+{^~ +P4'. 

Le curvè y~fx , ed )'— 4*‘ essendo osculatrici f 
una di prim’ ordine , e T altra di secondo , V difl’e- 

jisoc ucccKanamente da tt * dunque due ipo» 
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Usi solamente si jx»saiio fare sopra V , cioè 



a*/r' 









adx' 



d */ 

Indiclii Z la differenza di e di V ; si avrà 

ax 

Ilei primo caso 



■ t 



f nel secondo 



A'fx 

y+Zcz--'- ; - 

^ adxV ’ * 

• * » 

2da' ' ’ . 

sostituendo questo valore di - *^ ■ in quella di 



^(x'-\-h) , ed osservando clic h* è fattore comune 
Ile’ tre sviluppi qui sopra recati , essi divcrraiuio r 

^(x'+/0=k+(V+m/oa* 

. ' 4(x'+i)=K-KV+WA>* 

/(x'ì-A:=K+(V+Z+P4)/i* . 

Òr facendo h piccolissimo , egli i possibile clic la 
. quantità Z indeuendcntc'da h sia più grande dell es- 
pressioni MA , N/i , le quali leiidouo .verso^ zero ; In 
tal caso , se Z è positivo ,/'(.x'-l-/z) sorpasserà p{x-^fi) 
fig.ii e ^(•'r'+A) : allora si ha , o P'M maggio- 

re di P'M' , e di P'M" , il clic dimostra clic la cur- 
va, vcr/à: rappresentata da MAI'" non può passare tia 
le due altre . 

Se al contrario Z è negativa , si ha /*(x' + ") 0 
P’M'" minore di P'M' , e di P'M". Allora essendo a 
curva MAf" quella che più si avvicina all’ asse dcU* 
X , non può essere compresa tra le due altre. 



/ 
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' jf 8 . Ora si nni\ render ragione del perchè la 'rct-' 
ta MT ( Fig. 3 ) che abbiamo veduto n^r art. li’j 
essere un’ osculatrice, del piino ordine ^ è tangente 
alla curva \ poicchè .risulta da questa teorica^ cbe tra 
la retta c la curva' non puft passarvi altra retta , cioo 
cliò costituisce la proprietà «Iella tangeute . , 

& dice che la tangeute ha un contatto di prim’or-* 
duie colla curva. In generale , una osculatrice di ua 
ordine n ha un couiatto dallo' stesso ordine colla 
curva , alla quale è osculatrice : perciò , allorché tra 
due curve si hanno 1 ’ eqiuuiùini . , 



/ 






dya' dFa * 
djf' f" «ix' 



d’Fx’ 

di' * dx" ' ’ 



queste curve hanno tra loro un coutatto di sccond* 
ordine 5 e. questo sarà di terzo ordine , se , oltre dell’ 



equazioni preccilenti si ha ancora 
così in seguito . 

' 149 . L’equazione del cerchio*' 



d’aa' 

d.r'* 



_.d'F.r' 

“ dl’~ 




Cr-/?) ’+(^— «)'=>* 

comprendendo tre costanti , possiamo dclcrmùiarc il 
cerchio , die ha un cimlatto «Ij scc«ui«r ordine con 
una curva MB (Fig.i4 ) , «li cui si ha l’equazione. 
A tal oggetto siano x , j' , le coordinale dc4 cerchio 
al punto M j si avrà 



cd j dovrà rimpiazzare Fa' ucH’ equazioni del con- 
tatto clic sono • 



pa'=;Fa' 



d^a' «IFa' 
d^ “ ~dl' 



d’9a'_ ^Fa' 

■di' ^ “'Ta'” ’ 



se nello stesso tempo adotiiauró # , cd y per le coor- 
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dinate , della curva y=^x al putito di contatto , C-* 

(juazioai proccdcuti divciranuo 

dy dy' d'y dV ‘ 



dx 



dy 



kÌ5(^crà dunque sostituire alle quantità "" * 

d* ' 

^j~r i di loro rispettivi valori tirati dall’ equazione 

d *x* 

t * ' f 

(73) , e da’ suoi diflcrcuziali successivi, i quali son®> 



() '— /?)|j^,-|-(ar'-«)=Ow. .(75) 



> r 



^ Or sostituire nell’ r«|uazioni (74) > valori di y f 

d ’ d * ^ ' 

^ , -p^ che si ottengono, dall’ equazioni (73), (75)/ 
dr ux 

(76) , non è altro eli’ eliminare ijucste stesse quanti- 
tà tra r e(|iiazioni (7^) , (70) , (7CÌ) ; togliendo dun- 
que gli accenti , si avrà 

d'y dy’ 

Da questa ultima equazione si ottiene 

(.+-;=^) 

P-) i 

* dx * ' 
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DELLE CUnVE OSCULÀTRICI. 1x3 

MeUcnilo ^qu^sto valore ije^’ cquaz^ 9 nc (j8) , si qUiesf » 



■ t. ... . . .j , . . • 

... (.,, 4 ..^), . ; . 

^ ^ > I > d y 



t Mt1 

-, 

t 

' .1», 1 



■...., dx* 

h ; .1 ,x 

Sostitucmlo questi valori di ^'—/t , neU'ov.’ 

quazioue (7.7) si avri . . > . 






,m‘ c^) 



d V'\ ’ d-c 






questa cquaìeionc riducesi a ' 
, ' 4r’ ’ ’ 



i 

•t / 



(^)* 



= >’5 



cd estraendone la radice quadrata*; si avrà 



/ dv’ 1 
dx* 



= >• 



‘ i 



i5o. H doppio segno è relativo alla posizione di>. : 
se la curva volge la sua concavità all' aste delle x , 

d> ■ • 

sarà negativo ; e sostituito nel valore 



> = • 



lo renderà' positivo 



£r 

dx’ 



... (Sa). 
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i5i. Si «.dato il nome di cerchio osculatore a quello 
che qui sopra abbiamo e-saminato , cd al suo raggio 

3 uello di ragg^> di curvatura , ,p di raggio d' osculo : 
uque iM*r ol tenere il raggio di curvatura, bisognava do 
durre dall' etjuadone dma curva i codEcieuti difTerea- 
ziali ncccssarn all' uopo, q sostituirli nella formola (Sai. 

Se la curva dovesse' volgerà la sua convessità all’ 
asse delle .r , meUeretno il segno positivo innanzi al 
vfoloK di y . ' - ^ I 

i5a. ** 11 valore di y qualche volta si scrive cosi • 






• dxd’jr . 

Questa fìtrmola > si deduce facilmente ^all’ equazio- 
ne (Avt) ■, i>oicclià*riducmdo allo stèsso denominatore 
i due teriiiiiii' , clic sono sotto la'parcntesi , cd Osser- 
vando che la potenza j di d.t’'è d.r* , si otterrà 



(d.rHdj’)j _ ^ 

d ' dicd’^ 



dr* 



i53. 1 er dare un’ applicazione dcUa formola (8a)^ 
cerchiamo il raggio di curvatura della parabola MDN 
6 ( Fig. (j ) , la cui cquaziuuc è nc '=my ; si trove ri 

' 1 , d/ a.r dy a 

^ -p— ^ ^ 

’ dr m dx'* 

dunque sì avrà 






( ^ 



4.X* -J 

c+i^.-y 



y= 



dx’ 
ut' 



4 -- - 



)] 



m 
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BULB CÌjÌvb' bscCLATÌlidl 



=^c^+i-r\ 



m 



( -^+i* )• 



■'4 ‘' ‘ 

m,^ 



m* 

T 



'ra5 



( 8 ?)- 



• t. 



Or la uormalc della parabola ifOiido per «sprei»i 

■y u ;/(/ . , i.ir. , - -.1,, , v 

ai vede ' cbe »f faggio di cwv»> 

„ ‘ • ■ ■••1 -!')■ ' Il I 

tiua ddl» parabola èi eguale al cubo della uoivale 
' diviso .pai t|iudratu del a«iuipatainctro> 

cerchio oscidatore può' servire a misurare 
la curvatura della curva in uii. punto M ( l’ig’. ii ); 
poicebè se tu questo puuto M « descriva col raggio 
di 'curvauira uu ateo piccoUssimo i\iG, questo pv>rà 
esser. ooMÌderato coaae lo stesso arco della curva i dv 
«tu ai allotttaaa pochissimo: or quanto piò curvo è 
r aneo MG , tanto pià piccolo sari ,il suo raggio > 
d’ oiule atguc cJw il raggio di curvatura c in ragiox 
ne . inversa. ideila curvatura della ctava., .. . , 
i . Per esempio , coulideraiido 1' equazione (83) , che 
da i.U raggio di «urvatura dcHa parabola , si vede >Jie 






al vertice detti curva , in cui «r Im xz=o , i . j 

pia clic > aumenta , aHorcbè.àr cresce successivamen- 
te ; il die aiiiiuiizìa clic la cunaiura della parabola 
va dimiuucudo coll' allontauarsi dal vertice. , 

- i55 -l«a quautiti ^ esprimendp la tangente tri- 

gdnometrica dell’ angolo , die la tangente la in M' 
coll’asse delle ascisse , ( Fig. 4 ) > rcquarionc deb- 
la normale , che si tira «là un puuto , in cui la coor- 
dinato sono « , (J ,'jarà " 



.CALCpLO.. DirrEllEllZUI.jl^ 

• " = 

, ,'■ . _ _ t IH 

Qocsia esscadt» ]a stessa" deTT equ^ione (78) , nella 
quale « , (J stnio le coordinale del- centro del ccrctiio 
osculatore , si vede che il raggio <li questo cerchio è 

- 1 . J Ai 

i 5 (>. Se ora pcrtutt’ i punti della curva 
Fig. la f Fig. 13 ) , si taenVio 4®’ raggi dr cprvatWb M() . 
flrO’, VT'OT ec. 'si costruirà una serie di pUilti 
ep. 5 facendo dipendere questi punti da una certa leg- 
ge * , cià’bàsta a poter dare' il' iioiiae' di curva 'al> noi- 
stro sistema ; -ma non' protiunizkireino anpoiia km' al«- 
fcliiia Anila natura di questa nuova curva iéhc. chia- 
ioasi r evoluta tldla curva ; qncstai'relBttva'V 

mente all' evoluta vieti chiamata evofoieMe > q 

‘ 1S7. Se si passa da un punto ali’ akro «MT-evAlaH 
ta , tion solaineutc jc ed ^ variano •, ma aiKiwar« i 
ff c y variano nello atesso tempo ^ poicchè<'Us 'f ‘ès- 
sendo in generale le coordinate ai centro tM'' cerchiò 
‘Dsonlatoie , come l’ evoluta è fomiata dal atsténia di 
questi centri , ne risulta che « , 0 -smn Ic' coordinate 
tWr'Cv'oIu!» , coutxlinatc , die debbono vmarc dé< un 
quinto della curva all’ altro. Lo stesso i di > •, «h’-b 
il raggio del cercliio osculatore, c che allora rapprc- 
^iita la distanza di un punto (waluuqpg ddV*(’yplHtm 
da un punto deir evolvente , d’ onde parte y . Per 
cousegiienza dilTercnziando 1’ equazione (78) , per ri- 
spetto a tutte le lettere **, e dividcnlo per djé , -si 'afiSl 



di- 



S- — — ■ ■ .... , , I ,1 i 

* Questa è implicitamente contenuta nell’ equazio- 
se della curva MM'M" , poicchè data questa curva , 
IM risulta la posizioiK de’ suoi punti., 

** L’cquasionc (7 — 0) ’—y', c l|t,suc deri- 

vale uou posjuuu essere ditlcrcuziatc diversaneutCjj ÌU'< 



SU.LB CORVI eSCOLAlRKI. 



iiy 



Vv,l 



togliendo da questa l' equazione (79) ^ ridiane. >«' i 
Ay òfi d«t _ 

' àx .dx ■ da; — > ’ 

da cui (i ottiene 

• ^ , l • 

dj^ _ dx _ d« I _ 

di’’ di < <17 ^ ‘ ' 

dx , 

ora abbiamo art.67. ' ' • . - . 

. * 

. . . ^ ” Ti * 

dx 

dinqne uri 

dy . dm dg ^ 

, dx*~ dx ’ d/f '* 

X per conseguenza , art. aq. ' * 

d?- - i • ■'■ 

' .r s • * V . ^ • I I ' • ■ * 

K 

Se questo valore di ^ si sostituisca nell' equazio> 
ne (78) , si ‘otterrà ' ! ' 



-tanto sembra die tutt' altro si i fatto , ajlorcli^ablùamo 
dedotte r equazioni (73) e (76) dall’ equa/.iuiie (yd). 
Potrà rispondersi , clic come nell' equazione (7oy vi 
erano due costanti arbitrarie , esse seno state detérmi- 
nate dietro la' condizione , che fossero nulle le funzio» 
ni rappresentale da' primi membr? dell’ cquàkitìni 
c (yb) ; ina senza ciò , da che 1' equazione (7^) ha 
luogo, non si sai'ebhei potate coBclàudero 'che dovane- 
ro ben anche aver luogo l' equazioni (7S), ,<4- (yti). 



tlt • eàieoLO virrsKxtiaxiK ■ ' 

i58. Abbiamo Ycdoto , art. i55 * cbe 1' equazb^ 
(Ir ■* 

, er^ qudlà del raggio oscula- 

,d/ ' . 

tofc , che passava pel punto segnato per mezzo delle 

' ' ' . 1 j- 

coordinate *• , j' ;i, mcttòndd W luogo es- 

sa sarà sempre T equazione dello stesso raggio : 
r equazione (^4) ^ queHa ben^rclie di una tangente 
menala dal punto dell’ evoluta , in cui le coordinate 
sono dunquef il raggio di curvatura e tan- 

gente all’ evoluta . 

iSg: (ionie nella dimostrazione seguite «»i utr 
picglicruino il ddl^teiizialé di un arco di curva , per- 
ciò anderomo i d^riùiuare questo' differenziale . 

Suppoiiiaino che un’ ascissa AP=:x , ( Pig- d ) cre- 
sca ai PP^/t , se meniartiO la paralleli -MQ' all issa 
delle X j avremo evidentemente 

corda MM'=V'(MQ ’)=V'(A’+Q>r ’)i 

■ * » < tr'-i a dV'^*‘ .C 

ora lVI'Q=/(x-|-A)-^r=t-^/»+ j^^ — 

Sicché sosti(w«do flueslo__ valom iieU’ espressione di 
MM', c lajiprercn landò con A e, B i risjieUivi coef- 
fe e i e w ù -di- A* À si -avri 



. , • Osservisi eh’ essendq, in generale « , e ^ le coor- 
jdioato di un punto qualunque dclP evoluta , 1’ equa- 

, d/J. 

«one di questa sarà t dunque rappresenta , 

1 - i 

«rt. 7t V l’angolo che fa laitangeute coll' asse delle 
ascÌKe al p«Ql« 
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M3Vr_ *4-) ecc. , o 

MM' = V[A’ (,+ ^j+aA»+BA ♦+] ccc. i 
«lunqiir. sarà 



129 



AIM' 



XiU ,ly^ 

4 “ V^(i+|jp+A/i-|-BA’4-ccc.) 

. IVcI caso tlcl limite , la corda si confonde coll'ar- 
co , clic rappresenterò con j , in guisa die avremo 
ds <lv^* 

«ronde si otterrà , moltiplicando per Ac , 
dr=(Vdar--fnly>). 

160 . Per I evoluta, le cui coordinate sono «e 'e A 
Si avra egualmente 

«licV(da* 4 -d/!?’). 

lOi, Diirereiuaamo ora l’c<i,uazionc (j 7) per rispetto 
a tutte le lettere ; si avrà . ‘ 

( -T /^)0 U — a)(dx — il«)=yl j. ■ 

1’ eijuazionc {78) ci da 

0 — )dj+(a. — «)d-t=o-j 

togliendola dall’ equazione precedente , si avrà 

— (j— /?)«!/? — (r— *)da=>dy .. .(85) : 

Se in onesta equazione , e nell’ .altra ( 77 ) sosti-* 
tinseasi il valete di j- — dato dall' e(iuazioue (81) 
IrovcTcmo queste due e<iuazioui . 

d3* 

(e-— «)— (i— «)drt=:ydy 



4 
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i 3 q 






r-rO^— -.V- 



oee 



■ossia ’ 



;'.4- I ' 



.. \t 



tlividciiilo la prima di (|uesl(; due equazioni per la 
seconda , si avrà ' . ^ 

dy=— V(d«’+d/ 9 ‘ ); 

Or si è veduto , (art, 160 ) , clic y chiaDoando s un 
arco dell’ evoluta', si avea' , ' 



dr=V'((l«?-t-d ,?/), 



sicché sari 

dj.— — d5 , o d(j-j-.f)=:0*: 1.' • '.• •<- - 

e come ogni funzione , il cui ''difl’eicnziale è nullo , 
e costante, sarà perciò y-\-s~ costa ale duinpie se il 
raggio di curvatura cresce , liisogna die .? diminui- 
sca ili altrettanto , ciocche si accorda Con ciocchi 
abbiamo veduto,^ - i 

Questa jnoposizioufi si annuncia così ; il raf^gio 
ili airvaUtra caria per la stesse tliff&KHze ‘tlelC c- 
cullila . 

i6'a. Siano (Fig.12 )MO-^ , OB,=J ; 

O'Bcr/ } pel raggio osculatore M(J si avrà' 

y-\‘s— costa ntt, o MO+ arco OB=:£.o.>trt«tc...( 86)5 
• , 
c per r altro M‘ 0 ‘ 

y'-\-s'— costante ^ o M'0‘-|-0'Ec:cof/rtzJ/c...(87): 

i secondi niemlni dell’ cijuazioni (8l>) e (8j) rajipre- 
scntando una stessa costante ; ne dedurremo 



Digittzed by Googlc 



BOXI (BnTB iOScesiiTiiicr. 



M04*arcOB=:IM'0’-^arcO'iì > ! . 

e perciò <' • • •■ . t! ’ ' • . . r « X **1 

M'O'— MO=arcOC-.arcO‘B=a;caO' ; 

j '' ' ' i 

cioè la differen^'ài dttcjcag^ osfufaton èjcguato 
all'arco di' è tra essi', >* 

163. Segue da ciò ch« S(f sull’ cS'olula» OB si ap- 
plica un filo clic «^iidò ‘ Uiigcnt<r -da- O , '«ia fis- 
sato al puntò M delia evolvcnlc MC ; allorché questo 
filo, si svUuppcrà ^ tenendolo costanlenicnlC| teso ^ .la . 
sua esliemità M dcsciivcrà in quésto movimentò l'e- 
voluta MC •, poicchè supponendo clic tn‘"qiicslo’ i«()vi-* 
mento sia giunto in una posizione O'M' , si sarà ac- 
cresciuto di OO' , c? pereio «guaglurà !i» lunghezza il 
raggio di curvatura , die passa pel punto O' : dun- 
que resUcinità. M'.di qucvSto filo 'sarà, sull; evoly<ent«C{ 

164. Ecco in qual modo può t^ovaisijl’cqujr/itiiifi^ 
deir evoluta ; i.° dall’equa/ione della ^ curva si pren- 
deranno l valori di j'" , c de’ coclTicienti dUlcrcnziali 



djJ 



d\ ' s V' " •'* 

, -r— I ecc, secondo l’ordine dd conl3tt(S-i si 
d.c ’v 



sòslituirajino questi valori neìl’ equazioiii (rQ)'" 

il che darà due nuove c<|ua/ioni , clic' saramio fun-’ 
zioni di X 5 '3.° eliminando .x ti'a qiieslc'equa/iòni '1 
si arriverà ad una equazione tia'« c i8 . Questa .sarà 
quella dell’evoluta. ' , i - 3 

i(»a. Jletcrminiamo con questo metodo l’ a;voIu^a. 
della parabola , che lia per equazione j. 

ditl’ereiuiando si trova . ■ ' ‘ 

' • -I . ..i • . ) . • • 

3a:dar=:mdj- , - i. • 

e perciò . ’ 

dy ,.|d’y d , . ... ,r 

dx m ’ do. ’ m ’ 

sostituendo nell’ equazmni (78) (jcy) questi valori 






tktcoto DIFrEHEZIZUfli 



a- 1- 

pi / , ~ I . queste diverranno 

( — ~/J) — ®”'(88) 
m m ^ , 

• ( — — + ^+i=o...( 89 ) 

. ut m ni* 



1» 



togliendo r equazione (88) dall’ altra (Sq) moltipli 
cala per x , si avrà 

i»+^r=° • • • ( 9 ") • ' • 

Da un^ahra parte l’equazione (89) moltiplicata p«t 
m * , e ridotta , ci da • ' 

4a cui si lia ' 

6j: * 3a: * . m 



^ = . 



2m 



= — + — <-*( 90 ; 



m 



eliminando x tra rcquazionc (90), e (91), si avrà l’cqua- 
ziohe dell’ evoluta. Ma prima di ciò lare , osservisi che 
per r origine , ov’è a:s=o , l’ equazioni (90) e (gì) rida- 

consi ad ee=o , ft= — l'prendcndo dunque DB= — 

2 *2 

g ( Fig. 6 ) , si Iia il punto B dell’ evoluta ; dippiii 
l’equazione (9i)'ci fa comprendere, che dando ad x 
de’ valori positivi o negativi , fi aumenta a misura 
clic questi vaiosi crescono , d’ onde segue che l’ evo- 
luta si compoiK di due rami 13 C , BC.’. 

166. Per eliminare x tra 1 ’ c(|uazioni (go) , c(gt), 
la prima elevata à quadrato , da 



= 



16 
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«la un’ altra parte <laU’ equazione (gì) si ottiene 

m i. m 

*■=('“ — )t* 

t 

elevando a cubo i due membri di questa equazioni | 
si lu 

^ r ’Wm 

) r, ’ 

eguagliando questi due vidori dix'*,.e dividendo per 
Mt’ si avrì 

«’m m’ 1 

cliiamisi fi la quantità 



27 f si avrà 



re • = * 

IO 



fecondo ^ »>«=» : l’ origine si trasporta allora in 
16 

m . • 

poicclii fi zz fi * 

167. Una osculatrice (Fig. i 3 ) può essere situata in due Fig.ig 



*' È facile il dimostrare die i rami BC , BC si 
voltino le loro convessità ; poicclii dillcrcnziando 1’ c« 



<juazione fi ’ , si trova 

d^fi 



d« 9 
gativo tanfo 



2 » ^ « 1 

. — ^ f valore nei 

■9 <*'* 



f 

per <{ positivo , clic per «e negativ-o ì 
cioccliè priioya elic ogni ramo, della curva rivolga la* 
sua concavità all’asse delle x. 



l 
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iuarii«*rf|,difl<;rcnti risjmtio alla curva •, colla quale i 
in contatto; i.° essa può avere i suoi (ftie rami tiit- 
Fig. i£> li dire al di della curva , come nella (Fig. i 5 ), 

rig. i4 o 3I di sotto ,• conre la-Ua ( Fig. i 4 ); al- 

lora r osculalricc noli fai '4 die toccale la curva ; 
^ 1! , osculai l ice può avere un rapio al di .sopra del- 

Fig.ii la cuna, e rallio al di sotto , come nella ( Fig. 1 1 ); 

in f.il caso r osculatticc. taglierà la curva in IVI . 
r»|.i6 168. Andiaiào a dimostrare ( Fig. i6 ), che il 

cerchio osculatori tagli la curva. 

. Siano per uoa stc^' a.sci«^a ^ .1 . 

Y' r ordinata della curva 
. ‘ , " S'- 

Y' V’ ordinata 'diir ()?culalrice. 



Si )i4 dunqi^s. , 



\ -j-C// ’-f* ce. \ 

Y i=F(a'-f/^=!Fx'-f A’À-l-B'A* > -1-cc. j 

» 

Or poicchè il cerchio è un’ osculatrice di second’ 
, ordine , i tre primi termini di questi sviluppi saran- 
no gli stessi ; dunque la diffcrenza_ delle ordinate , 
che corrisponde ad a-f -4 saià 



...(99) 



• (C~C>’+ece (93)., 

Supponiamo ora che l’ ascissa divenga a:-— A , hi- 
sogiurr.^ cambiare h in — k nella dillcreuza delle or- 
dinate il che darà 



_ — (C— C')/i’-l-ccc....(9f). _ 



Or come il primo termine delle serie (93) e (9^) 
, può sorpassare la somma di tutti gli altii’, prenden- 
do h assai piecolò , ne risidta che la difl'ercnza delle 
ordinate cambierà di segno , allorché l’ ascissa .sarà 
X — h iinecq di perciò prendendo ( Fig. 16 ) 

FP'=PF=;^ , se la differenza delle ordinale corrispon- 
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cUnii aJ r-j-4 i una qiiantitù positiva; ciuf- se l'or* 
(liiiata P’M' ih-lla nn\a sorpassa , 1’ ordinata 

dell’ osculalriev sorpasserà l’altra V'.M’' «Iella 
curva; d’oinle si eoncliiuderà , rlic 1’ os<-ulatricc <la 
una parte è al di sopra «Iella clir\a, e dall’altra al 
rii sotto, c die [lereiò la taglia. , , 

Cioi’clic «li.ccsi «lei ceri'liio, eli’ è ini’ osculalriee di 
seeoiii.r ordine , può ajiplicarsi ail ogni osvulalrice d’ 
ordine pad. 

Se r osculatrire fosse <li n«) ordine impali , 
tocdierelihc sidaiuente la cuna in vece di tagliarla ; 
il die è evidente dietfo la precedente dimostra/ioue . 

** i-o. Erro il teorema die aldiiamo promesso di 
dimostrare iicirarf.( iHS) sopra i punti imdtiplici. Se IcFig.ij 
curve , die si riuniscono in uno di rjiiesti punti , liaii- 
110 una taiigeiitc e’omune.; fa cui eipia/iraie sia rap- 
presentala oa ri-i-1-// , canil'iet’eiiio' h x iu r/.r-f/y, l’icl- 

dF.j; 

la seconda «Idi* equazione ■(<)'*.)*, ciocdiè darà ^ — , 

■ 'i •*. t - . ■ * '*• 

o A'— rr , q tulli gli altri .coeiTiriciili di rpiesla equa- 
■/ione saranno nulli. Ea laiigenle , essendo una oscu- 
latrice rlel primo ordine , px-p A// eguagiicrà F.i -fAV/, 
ciocdiè lidiirrù la diirercii/a dell’ cnua/ioiii (oa) ad 
Y— Y'=lì/d-fC/d + cc. 

nucsta dilVenniza delle ordinate , dovendo avere un 
^a!ol■e do[ipio QM < ( l'ig. i.i ) , Insogna- die 

Uno de’ cooflieieiili dillerenziali lappn .-.cnlali «la li , C 
ccc. , alibia due valori. 

c- Ac ... . . 

c’ia— - „ — (juesto coefiii'ieiitc ; se si prendano i dille- 

l'euziali suecessir i dcH’ ei|ua/ioni: Pd,r -f Oilp— o , ab- 
biamo velluto , art. , die in ogni dilleri nzia/io- 
nc , il ti'nniiic (1 resta sempre iattore del differen- 
ziale dcii’oiilinc più elevato «li ) ; «li .sorta die il 

ilillerinz.iale «Idi’ ordine « dilla liin/ioiie priipusia ■ 

, d > t 

potrà essere rappresentalo da Q -----f K;ro' dovendo 

«Jx 
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dV .... 

avcie due valori , dimostrerà , come nell’ 

(art.i3y), ebe Q e nullo. Questo valore di Q ridia''* 
là xjiicllo di P a zero; d’onde segue che l'cijuazioQc 

■E Q- > 3T=V 



9^ 



SVILUPPO D£LLE FUISZIOaU SI DUE ViKlABlLl 

Applicazione del Teorema di Taylor aito sviluppo 
delle funzioni di due vaiiabili , che ricevono 
degli accrescimenii. 

' ^ 

lyl. Allorcliò in una funzione u «li due variabili 
indipendenti x , y , si cambia x in x-f/r , ed iu 
y'\~n 1 il teorema di Taylor può darci lo sviluppo 
di Questa funzione. Infatti se si metta primicrameute 
x-\n & luogo di X y si avrà 

fftj \ i d*u,A* d’u A’ 

/(*+V)-«+-3J*+Jp- +5jy^+«...(95)i 

in questo sviluppo essendovi h ^ y non può essere 

I , • 

, „ du d ’u 

eonteiwto clie nelle funzioni « , -r- , ce. 

dx dx* 

Cambiando dunque y in y-}-k in queste funzioni y 
la u sarà rimpiazzata nell’ equazione (gS) da 

• d«' d’n A’ d’uk> 

“■^djr ^■*'dp‘“ jp ’ ■ 

d - d’i^^ . 

, d« dn dx , dx k* 

la -p da — + _ A-+ 

dx dx ^ 
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+ 



dxk* 



a.3 



+ cc. 



dx’ Jt* 



1 1»“ _ 

, d*^tt d*« • dx* -I-’ 

iy -, 

. . d*K 



dx' A’ . 

--f- ccc. 



d/^ 2.3 
ccc. ec. 



■A _ 

E formahdo (ante linee , <|uaiiti teriniiii vi sono nel» 
1' e(juazip»c (90) , otteircmo 

y(x+A+j-}-A) =«+-— A 4- (-CC. 

llj’ dv* a 



‘0^.* 

d '*-r' 

+ hk-i- ccc. 

ax uy 

+dP~+‘=‘^‘^l 



(96) 



+ ecc. 



17**. Se si fossero fatte le sostituzioni in un ordi- 
ne inverso, si sarebbe in primo luogo trovato , cam- 
biando y in y-^-k V 

> J+^) ~u+~k+ — ^ ^ ccc. ; 

dj' dj 2 dj^ 2.3 

e mettendo in seguito in ogni termine x+/z in luogo 
di X , si sarebbe giunto a (jiiesto sviluppo 
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) 



i3B 



fij + ^ » ^+^0 



<i« , .r« 4’ 
='‘+Tx''+.t?T + '“- 

d 

+ dzi , ' (ly ,, , 

— /v-f* — 4/c4-ccc. 
dji" d.c 




d’« 4’ 

■+j7T 



+ ccc.l 
+ ccc./ 



Esspii'lrt .ir!>ilrario l’ ordine^ col f|iiale al)l)iamo fat“ 
to (fiiostc sostilii/ioni , puiclic dovendo mettere j^-|- 4 
ovniK|nc entra .e , ed oviinifuc eitlra v, queste 

operazioni non possono inlluirc l’ una sull’ altra ; hc 
segue elle i iliie sviluppi ( yG -, <; yj ) delibaho cs>- 
sere i<lenliei , e elle perciò i termini allctti tlagli stes- 
si! |>roJoUi di /i e di /c lianno gli stessi valori : dun- 
que se noi eguagliamo i termini moltiplicati pes M , 
olterreulo 



du d« 

‘ .17 . . d’« d’« 

e 1 — tsar- , o piuttosto -7‘ -|^ = — T“ • 

0 / da: d.cOK <1 j da' 

Qne<ila equazione e’ insegna clic per prendere il se- 
condo dilì'eren/iale del prodotto di due varialiili , ò 
arUitrario T ordine tifile ditreren/.ia/ioni. La stessa co- 
sa si diiuoslrercbLc pe’ cueflicicnti diflereaziali degli 
ordini superiori . cguagliainlo Ira loro i colìicienli ^lit- 
lificnziali degli ^llii lenriini dell’ cipiazioui (yG c yj ). 

inassiiiii e minimi nelle J'iinziuni 
di (lue variabili. 



** 1^3. Abbiamo veduto, (art. ij i), clic se in mia 
/un/ionc di due variabili indepeiidcnti x , y si met- 
teva a-j-A in luogo di x , cd j-f-b in luogo di ; , 



MASSIMI , E MINIMI DI;lLE FfNZ. DI DtE VAniAb. l3g 

lo SAÌhippoy (r-}-/i,j+y.) si avea dall’ equazione (yG). 
Se in questa equazione lappreseiitisi yC-f -f //, y- -J-A) 



con tJ , A con ình , e 



du 

djc 

T 



da 



d’« 

d.edy 



avremo 



U , , da da , i , . d ’ a 

=«-f /z ( -r'«+T- ) ’(-7-r ’ + 



d.f 

d’a d'« . , 



Afiinchc u sia 1111 massimo o un minimo , bisogna 
che L sia . sempre più grande o più piccolo di u , 
qualunque valore diasi agli accjesciraenli h c A ; or 
ciò non è possibile , ebe quando è nullo, il termine 



H 



da 



da 



dd 



7 N* H ) 1 poiccliè s'e ciò non fosse , que- 



sto termine , ( art 8 y ) , potendo divenire più grande 
della somma algebrica (li tutti gli altri che seguono, 
mediante un convenevole valore di h ; prendendo suc- 
cessivamente questo valore negativo c positivo, si fa- 
rebbe , in uno de’ casi , -U più grande , e nell’ alUo 
piu piccolo di u ^ [rercio , ailiuciiè la lun/.ioiie.a sia 
un massiniu o uu uiiiiiuio , bisogna die si alibia 




o piuttosto 



da da 

dy d.r 



Essendo arbitrario T accrescimenlo A , lo stesso 
det essere m ; per cousegueiiza questa equazione lia 



MASSIMI E MnrtMI DIWIE FIJWZ. M BUE VAIUAB. 24* 

I » i vede eh’ essa avrà sempre lo stesso segno di A, 

. ‘ e B’ 

ge avendo A e C lo stesso segno , si ha , » 

cioò AC^B * ; polcchè allora la quantità moltiplica- ^ 

ta da — “ AÀ * sarà essenzialmente positiva , cl segno 

deir espressione (loo) dipenderà da quello di A , lu 
cuisacchè si avrà un massimo o un muiimo , sccon- 
doccliè A sarà negaUvo o positivo , cioè secondo U 

segno di eh’ è lo Stesso ^ * 

veduto che C ed A si erano supposti essere dello 
stesso segno ** . 

Della irasf orinazione delle coordinate rettangolari 
in coordinate polari» 

175. Esaminiamo una curva BDC ( Fig. 

nella quale siasi determiuatò il sito di un » 

mceliantc le coordinate rettangolari AP=:x,"ii— Jy ^ « 

questo punto può esser egualmente determinato , me- 
diante T angolo MAC , ri raggio vettore AM ; ma 
come ordinariamente gli angoli si misuiano cogl ar 
chi , perciò in luogo dell’ angolo MAC , metteremo 
l’arco mo; descritto con un raggio preso per unità ; 
perciò chiamando t quest’ ateo mo , -ed u il raggio 
vettore AM,* potremo sostilliirc il sistema ielle coor- 
dinale polari t ed « a quello delle coordinale ret- 
tangolari AP=a; f, c PM=:/ 

176 . Bisógna osservare elio 1 origine deUc ascisse c 
iiualche volta siluató in ini luogo diverso da o , poic- 
chc il pùnto M ò l'gualmenl. determinato , al oiclie 
dopo aver preso un punto d per origine , sia dato 
arco o'm , cl raggio vettore Aul j in questo caso pos- 
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siamo rappresentare o'm con t' ,’cd ;dlora tulle le 
scisse coulatc fiali’ origine o , (liireriranno dalle ascis» 
se contale dall’ origine ó , per una tjuantilà costante , 
oo' , e vi sarà Ira esse la seguente relazione 

oo' . • 

Poiccliè per mezzo di questa relazione , si può scm-» * 
pie cambiare di origino nel modo die conviene , sup- 
porremo , per maggiore semplicità , 1’ origine in o . 

177. Rapprescnliamo ora con F(.r, r)=o 1’ equa- . 
zione , nella quale vogliamo cambiare le coordinate 
rettangolari Al*=.r e l'Al=v' , in coordiivite iiolari 
, od AM::zu , e cerebiarao le relazioni cu’ esi- 
stono tra queste coordinate ; avrenn) cvidciitcm,ente 

■ AP=AMcosMAP, PM=A.MstniAIAP , : z 

o 

•T=:« cosi , jf=«scn< ... (101) ; 

Basterebbe dunque di soslilnirc questi valori neire- 
qnazione rajipi esentata da F(,r, j )=o , per ottenere 
• quella clic sarebbe uapporlala a dello coordinate polari. 

17S. Se 1 ’ origine delle Cfxndinaté relUingolari .r,j • 
non è al centro A della curva ( Fig. di) ) , siano 
x',y' le coordinale contale dall’ origine zV, ed rt j A 
le cuurdiuate contate dal centro A , si avrà 

AP=A'Q- 1 a'B , MP-MQ-^AB 
o 

X = x' — a J = y — ^ » » 

valori elle si sostituiranno nelle tormole precedenti-. 

jPella irayormazitme delie coonliiiatc polari in coor~ 
dinate, rettangolari , e determinazione ilelt esprrs~ 
siane differenziale dclC arco in-, una cun a polare. 

I , 

I7f). Se una equazione rapportata a delle coordi- 
nate, polari sia rappresentala uà t\t,u)=.o , si vede 
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(Fig. 38 ) che u pu() essere rimpiazzato dal suo va- . 
ìoac tirato dall’ equazione , 

. am’=ap*+pm‘ , p . , ' . 

Rispetto a t, r equazioni (loi) divise l’una per l’al- 
tra , ci danno / 



da cui si ha 



y seni 

— -= tangt , 
X cosi 



t=arc(tang:s — )• 



Questo valore di t e quello di u sosliliiiti nell equa- 
zione P((,k)=o , si, ha 

F are (lang — — ) , V'(-c’+/’)]=:o...(io3). 
t ' ■ X .!» /•» 

Così si perviene ad una equazione tra x ed y , ed 
aiFetla da mia quantilà trascciidcnto. 

i8o. Si può ancui'a ottenere tra x ed un’ equazio- 



ne , che non contenga la tràsccudenlc arc(taiig:;;^^ — ) , . 

ma che. raccliìTida de’ diiTerenziali a la! oggello , 
si difTerenzierà 1’ equazione lappresentata dalla lonno- 
la (io3) , o, come si pratica, s’ iiupiegherà il seguen- 
te melodo , per arrivare a ijucslo scopo. _ Ilapprcseii- 
tiamo sempre por mezzo di i' 1’ equazione die 
si traila di Irasfo^inare in una tuuzioue di coordinale 
rettangolari x ed 5 abbiamo veduto (art.i"9), »'lie 
il valore di u polca esprimcisi con x ed y , senza qnanlilA 
trascendente , ma clic non era lo stesso di l ; .perdo 
cercheremo nriniieramentc eliminare / tra o , 

cl dilìcraiziale di questa equazione, che rappresenlerc- 



l44 «IlCOLO DIFFERESìIa*.* 

h>o con (l«)=o ; in verità noi intioclurrcino 

nel risullamento deU' climi|iazioiie , i cliilcrcnzLali dt', 
e dit -, ma questi potraiuio esprimersi in funzione del- 
le variabili x , y , dx e éy. In fatti , l’ equazioni 
(loi) ci danno > 



X Y 

costa scntaa -i-u./ioil) t 

u u 



dividendo 1 ’ una di queste equazioni per i' altra y si I14 

seti/ y . , 

— , o tane t = ; 

cos/ i- ’ 

diikrcnziando ne viene 



d/ a’t^— j-dx 

cos’f '* 



mettendo in luogo di 



X 

I, 



cos t 



il suo valore tirata 



dalla prima dell’ cqnazioiu (lO/J) , e supprimcndo U 
divisore comune x' , si Uova 



«’dt=xd/— jdx , 



e per conseguenza 



d/ ;= 



,rd )• — vdx 



■» 



e mettendo per n il suo valore , questa equazione di-i 
verrà 



dt=' 



.rdj' — vdx 



II dilTerenziale dell’ altra variabile, sì trova ancora pui 
facilmente^ polcchc l’ equazione (loz) ei dà 
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. dificrcaziando si avrà . 



j _xdx-{-jrdy 



per mezzo di questi valori di dt , di du e di h , si 
cambierà requa/ione avuta ^ dietro 1’ eliminazione di 
t , in un'altra che non conterrà più, se non x , y , 
ir , d/ , e che per conseguenza si rapporterà alle 
coordinate rettangolari. 

i8i. Si è veduto, (art.iScj), che il dilTcrcnziale 
di un arco i rapportato alle coordinate rettangolari, 
aveva per espressione , > 

dzz; V”(d Jr ’ ) • « ( I o6)„ 

Si può determinare henanche il dilTcrcnziale dello 
stesso arco , allorchò le Coori^inalc sono polari' ; in 
questo caso si sostituiranuo nell’ cijuazione (106) i 
valori di <Lc, c di dy tirali dall’ equazioni 



xzzucost , yzzusent , 

e si troverà , dificrenziando quest’ equazioni 
dz^—KScnt dZ -{-! cosi d« 
djr'=KCOsZ dZ -\r senZ du. 



Elevando quest’ equazioni a quadrata , e riduccndo 
coll’ajuto della formula 

scn*Z-f-cos*<=:i , 

si otterrà 

dz=V*(u ’dZ *+d« ’)• . 

Questo è il differenziale dell’ arco ìu funzione delle 
coordinate polari , 
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Delle sflltangcnli , simnormali , normali , e tangenti 
alle curve polari. 

182. Si sa clic nelle curve a coordinate rcttangó- 
Fig.4o-lai i , la sottangciitc Pt ( l'ig. 4« ) sempre coin- 

]iresa tra il piede P dell' ordinata ed il punto t , in 
cui una perpendicolare At a rjuesta ordinata viene ad 
incontrare la tangente ; conservando la stessa defini- 
zione p'i' le 'curve polari , nelle quali 1’ ordinata non 
è più PINI, ma il raggio vettore AM , la sotlangciitc 
sarà aHora la porpendicobre AT compresa tra il pun- 
to A e r incontro T di A;ssa oolla taiigciitc , Dun- 
que nelle curve polari la soltanguntc lia una posizio- 
ne diversa da quella clic ajipartienc a curve clic tali 
non sono ; poiccliè in queste la sottangcnlc è sempre 
presa sull’ asse delle ascisse , mentre clic nelle curve 
polari, ove quest’asse non esiste , la sottangcntc va- 
ria di posizione in ogni punto della curva. 

183. Determiniamo ora l’espressione analitica del- 
la sottangcntc nelle curve polari . A tal oggetto sia- 

Fig.41 no AM, ed AM' ( P'ig. 4^ ) tbc raggi vettori . c 
dal punto M meniamo la perpendicolare MP sul rag- 
, gio vettore AM' , c conduciamo AT parallela a que- 
sta perpendicolare ; i triangoli simili ATM' , PjMlM' 
ci daranno la proporzione 

PM'"; PMrrAM' : AT; 



da cui si tira' 



AM'.PM 



ed osservando clic l’M' è un lato del triangolo ret- 
tangolo PMM’ , questo valore di AT diviene 

■ AT- AM'.P M 

”V(MM‘— PM’)’ 



Nel, caso del limite , AM' è eguale ad 'AM , cioè ad 
H , PM si coul'oude coll’ arco MN , la corda MM' 
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coir arcò MM' , cJ AT diviene la soltangcnte. Non Fig.41 
si tratta dunque , che di avere , nell’ ipotesi del li- 
mite , r espressioni di MM' e di MN' 5 la prima di 

3 ireste espressioni non è clic il differenziale, dell’' arco 
ella curva ; dunque , art. (181) 

M'M^VCaVt’-l-rk?); 



per rispetto ad RIN , 
danno la proporzione 



settori AER' , ed AAEV ci 



AR : RR'=AM : MN , 
o 

r : RR'=«= MN , 

dunque MN= «.RR', quantità , che , nel caso del 
limite , riducesi ad mlt . Mettendo 'questi valóri di 
MN , c di M'M in quello di AT , dopo di aver 
cambiato AM' in a, c PRl in MN , c ridutendo , 
troveremo 

da 

Questa è 1 ’ espressione xIcIIa sottangcnte. 

184. Per determinare la suunoriuale , osserveremo 
che la normale SM ( Fig. 40 ) csscnda peipendico- Pig.Ao 
lare alla tangente , 1 ’ ordinata AM dee essere media 
proporzionale Ira la sottangontc , ’e la sunuormalé j 
per conseguenza avremo ; 

AT; AM=;AM : sunnormale 
o 

u ’di 

— ; — : it^u : sunnormale ; 
da 

dunque sarà 

da 

sunnormale • 
dt 

Per riguardo alla normale , cd alla laugenle , 1 
liiangoU rettangoli MAS , MÀP danno- , 
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, MS=V'(MA'+AS’),MT=vr(MA*4-AT*)r 

Sostilucnclo in quest’ equazioni i valori di MA y di 
AS , c di AT , troveremo 



normale ^ ^), tangcnte=uy/' (i+w *^) . 



i85. Per trovare T espressione analitica del settore 
Fig.4t *w:llc curve polari , il triangolo A^l'M ( tig^.4t) ci da 



aja AM'M — 



AM' . PM 



nel caso del limite , 1’ aj£t del triangolo AiM’ìM di- 
viene quella di una settore eleincnlarc , la perpendi- 
colare PM può essere rimpiazzata dall’ arco ftLN , 
d>e alleiamo trovato eguale ad «dt , ed AM' ridu- 
cesi ad u . Sostituendo questi valori nell’ equazione 
precedente troveremo 

M*dt 

aja del settore elementare • 

t 

Si può Lena nelle esprimere il settore elementare in 
funzione delle coordinate rctlancolari , poiccliè met- 
tendo in questa equazione i valori di u c di dt dati 
dall’ equazioni ( 102 , e io5 ) , essa diviene 

xdy — ydx 

' aja del settore elemcrilare • 



Della determinazione del raggio di curvatura 
di una ciiìva polare. 

** 186 . ALLiamo dato , arti i4<) , 1’ espressione 
del raggio di curvatura , per rispetto alle coordinate 
rettangolari ; riservandoci la facoltà di dare a cpicsta 
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espressione il segno che renderà y positivo , noi lo 
scriveremo così' 






>=- 



d'v 

lip" 



... (107). 



Per avere questo valore di y espresso in funzione 
delle coordinate polai'i , non si tratta che di elimina- 
re i coefficienti dilTeeenziali ,, che entrano in questa 
espressione j per mezzo delle ^èguenti equazioni 

x=:ucost , ; 

di flcrenziamO' quest' equazioni , e dividiamo in seguito 
i risultamenti , l' uno per l' altro ^ otterremo 

$ 

d^ du$cnt-f-MCOstd/ 
dx dneosA— «scntdt ’ 

rappresentiamo con m , ed n i due temini di questii 
frazione , si avrà . ' 

»i=d«seiii-l-«costd< ) / c\ 

«=d«coSt— Iwscntdt ) v** J 

e per conseguenza sarà ‘ ’ 

• ' ■■ 



±1 

d.r* 



IH 

' *. 3 

il 



Per mezzo di ijucsta equazione , il valore del uu- 
Hicratore di y diviene ' 

l 1 -1- — ì* - ( - ^ '1 - 

... ^ da* ~ A 
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iSo 



«Io\amlo ogni termine di questa frazione alla poten- 
za v, e rUlcttcndo che la potenza v di «’ è n’ ^ 
si ha 

diflTerenziando in seguito l’ equazione (109) , si troverà 
d ’v • »Rdm— mdn 

_ 3 . ___ . . 

dividendo il primo membro di questa equazione per 
dac , cl secondo per «, clic equivale a dx , avremo 



=_; ...(Iio)i 



ày 

dar' 



nd/n— md/t 



("0 



Per mezzo de* valori dati dall’ equazioni (iió) , 

(ni), r equazione (107) diviene 
• * 



>= 



(r *+>«*)* 

ndm— ned» 



(112) 



Tutto ora si riduce a trasformare questa equazione 
in una funzione di t e di (i, A tal oggetto , si de- 
terminerà primieramente il valóre di « ’-}-/« ’ , som- 
mando i quadrati dell* equazioni (10^); ; e ridueendo 
per mezzo dell’ equazione sen't-}-cos’fc=i , si troverà 

' n’-fm’=;dzi*-fR’d/^ ... (u 3 ) 

' ^ A . 

Per rispetto al denominatore dell’ equazione (112), 
differenzieremo successivamente 1 ’ equazioni (icS) trai 
lamio dt come costante ; c moltipllcando i rispettivi 
risultamenli per n ed m , troveremo 

Rdm=:nd ' nsent-fandn costdt— n«sentdt* 
wid,'Z“TOd'ncosf—2mdu Scntd/-»zffizcostdt ' j 

.togliendo la seconda equazione dalla prima , si troverà 
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■ ' ’n(ffscnt— w*cosi) \ 

+ad«(ì/(KC08«+»rtsciw) (”4) ; 

— /id<’(Hscnt — mcost) ) 

moltiplicando la seconda dell’ equazioni (107) per 
seut , c la prima per cosi ; e to|;liendole 1 una tIaU 
altra , c riduceudó per mezzo della relazione scn t-f- 
cos’t=:i) otterremo 

ftscnt — mcost =. — «di 

9 

Operando similmente per formare il valore di 
HCost+mscnZ , si avrà 

tKosl-\-mscat=i\u ; 

Sostituendo questi valori nclV equazione (1 14) , 
questa, diverrà ' • 

«din — md«= — nd ’dZ+«’dz^. .(1 15) 

f • . ' ■ 

Per mezzo de’ valori che abbiamo determinalo , 1 c- 
quazioiii (i i3), e (i i5) cambieranno 1 equazioiie(i 12) jii 

- J. 

_ (d« ■ .r . 

^“adit^dz — Hd’«d£-i-«*d£ * , 

\ . 1 • / 

Velie curve trdscxndenti. • 

187. Si chiamanoi curve, tra.sccndenli quelle le di’ 
cui equazioni contengono, ijuanlilà trascendenti , o in 
generale clic non po.ssono essere espresse da un nume- 
ro liiiilo di termini algebrici. Faremo conoscerne al-^ 
cune degne di maggiore attenzione. 

Velia spirale dt Àrchiuicd*^ . " ’- 
o di Coitone. '■ , 

iHH. Ecco iii die modo può inleiiilersi generala 1.J 
spirale di Arclnmedc (Fig.iò) '. Mentre il raggio .VO 
descrive lutto il cercliio , un punto A pereurre Ali , ino- 



* 
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l'ig.iC vnulosi con moto uniforme ; ili modo che i{ punto mo- 
l)ilc il »|ual<; «a ili A al principio della rotazione di 
M , si trovi in B , quando B ha fatto un intero giro 
iiitouib al centro A. Il punto mobile in questo mo- 
vimento descrive la spirale di Archimede. 

Siano , are BN— t , Alila^a j dietro la prc- 

cedentc definizione si avrà > 

AM: AN=;arcNB: BCD : 

0 



a: a = t;aT«} 
da cui si deduce 

t 

na: 

2» , . 



Questa curva non ha , come si vede , coordinate 
rettangolari . Allorché AB ha descritto l’ intero cer- 
chio , l’arco NB eauivalc aUa circonferenza ; dunque 
allora t= 2 xa , U che cambia 1’ equazione precedente 



9»a 

«= =a . 

t 2tr ^ 

Se il punto A continua a muoversi sempre unifor- 
memente , il raggio AB descriverà ima seconda cir- 
coiilereiiza intorno al centio'A*^ c se si prende BA'=BA 
il [uinlo mobile arriverà in ff' , al formine di questa 
seconda rotazione : allora t sarà eguale a 4 t<z , U che 
dara u~‘ìa\ c così in seguito. 



Della 



tofrarihnica. 




— » vulva, e co- 

staute . Berciò chiamando « la tangente trigonome- 
tiica dell angolo AMT, avremo 



_tangAMTi=a 5 



f 
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, ora il triangola TMA , rettangolo in A , ci cU la 
proporzione 

1 : tang AMT=AM : AT ; 

dunque sarà 

AT • 

mettendo u in kogo^del raggio vettore AM , ed in 



luogo di AT r espressione 



it*d/ 



, che albiamo tro> 



vato (art. i 83 ) , per la sottangeute di una curva po» 
loie, avremo 

tangAMT , 00= ^^: 

* ^ J -i * • _ i 



da cui si otteirà £ 






■ s 






ed integrando, trov«reÌB^^-. 

^ alo^ ntrf^oj/CTnfe ^ 

Sia e la base del sistema Neperiano ; se <t si ri- 

f iiarda come il logaritmo di e, in un dato sistema 
i tavole, potrà Le mettersi- in luogo di a, ed ial- 
^ Idra Le log,n rappresenterà f« logaritmo, di a in qn#. 
sto sistema * j 111 guisachè avremo - ,v 

* T ’ ■ ■ ^ 

costante 

190. La spirale logaritmica i può costruirsi per asse- 

* •Ter diiuostrarlo , fia e la base del sistema jfc- 

pcriano ; avremo «re ° ; prendendo i logaritmi 

jjcl sistema delle tavole indicato da L \ si iì^: 



• Lu=L (e ) =: logjtLc. 



, ^ - Di«nliZtx’ ''y GtiOgle 



V 
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Fig.42 ^a*ionc (li punti nel seguente niodo ; (Fig./fa) dopo di 
aver divisa la circonferenza OO'O" in parti eguali , si 
meneranno de’ raggi a‘ punti di divisione, e sopra que- 
sti si prenderanno le parti Am, Am', Am" , Am'" cc. 
che siano in progressione geometrica ; i punti m , m*, 
m" , m"' , tri* , cc. appai teiTanno ad una spirale lo- 
garitmica. Infatti , supponendo che le parti mivì , 
m'nì' , ni'in"' , ec. abbiano picciolissima c.st(!nsioiic , 
potranno esser riguardate come rette ; cd allora sarà 
tacile ditnostrarc che i ‘ triangoli Amm' , Am'm" , 
Aiii'in"' ccc. sono simili ; infatti gli angoli in A so- 
no eguali per costruzione , c gli angoli mm'A , m’ni'A, 
cc. lo sono per la proprietà principale della 
curva j abbiamo dunque questa serie di proporzioni 

' Am ; Am' zzAin' : At»" 



Am\ : Ant'^Ani" ; Am"' 
cc. cc. cc. 



ciocchi dimostra che le ordinale Am , Ahi , Am' , 
Ani" cc. sono in progressione geonicuica. 

** 191. Nella spirale logarilinica , la normale è 
eguale al raggio di curvatura. Infatti , poiccliè 1 ’ o 
sprcssione di questa raggio in una curva polare è , 
( art. i<56 ) , 

' ^ adn’dZ— mi ’«dt-t-/i'(lt ■ ’ 



bisognerà mettere in (piesta formula , i valori di dw, 
e di du’ tirati dairccjua^ionc della spirale logaritmi- 
ca j or r equazione (nO) ci da 






sostituendo questi valori in quello di y , si avrà ' 
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Da un* aiti'a parte ., se nell* espressione della nor- 
Mialc,' rhc ( art. 184. ) ■* 

/ , . » 

l 



sostituiscasi il valore di , troveremo cgual- 

mente y (— J j doccile pruovA che in questa 



curva , la normale è eguale al siio raggio di curva- 
tura , e come d’ altroiulo esso è diretto nel senso del- 
la stéssa normale, (art. 1 55 ) , ne risulta che queste 
liuee si coiitondoiiQi * 

192. Da questa proprietà né dedurremo la dimo- 
strazione , che rcV’olula della spirale logaritmica è 
un’altra spirale logarilniica. A tal Oggetto , considc- 
raiidu il punto M della normale , come appariénrnté 
al raggio di cui vatuia , e come situata sull estremità 
di questo , esso ò sull* evoluta. Siano (Fìg. 4 d) t' ed n le Fig.43 
comdinaté di questo punto , sarà facile di determinar- 
le in funzione delle ctmrdinatc t , u del punto M 
della curva ; poiCchè sia 00' nn arco di cerchio de- 
scritto coti Un raggio eguale all’ unità -, le ascisse de’ 

{ •unti M ed N ditiériranno tra loro per quanto é la 
unghczza di questo arco , il quale , a causa dciraii-. . 
golo retto MAN', sarà eguale al quarto della ciicon- 
lercnza ; se, ■ adottando là notazione in uso, rapprc- 



; 'If. 

sentiamo con — — il quarto della circonferenza descrit- 



ta col raggio eguale ad i , avremo t , equazio- 

* - ^ ' 
ne , la quale , differenziata ,*ci darà 

dt=df. 
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Da un* altra parte , 1* ordinata polare u* del ptmto 

dtt 

N dell* evoluta , essendo eraale alla sunnortnale —r- 

** dt ^ 

della spirale logaritmica > cambieremo — in u 

CU 

nell’ equazione di questa curva , ed avremo uziaiC ; e 
perciò du=adu' ; Sostituendo questi valori di di , du, 
e di M nell* equazione (ii6) della spirale, logaritmi* 
ca , troveremo 

da’ , , 

equazione , che avendo la stessa forma della prece* 
dente , c’ insegna che la spirale logaritmica ha per 
evoluta lin* altra spirale logaritmica. ** 

Della spirale iperbolica ^ e delle spirtdi comprese 
neU' equazione u= at . 

193 . La proprietà caratteristica della spirale iper- 
i)Olica è di avere una sottangentc costante.- Se qUcstii 
sottaiigentc rappresentisi con a , ne c^aglieremo il 
valore a quello della sottangentc ( art. i83 ) di una 
curva polare , ed avremo per l' equazione della spirale 
iperbolica 

^ “ da ” ® ’ 

Noi ' prendiamo la costante a negativa , perche allora 
si ha 

da ^ d< 

a ^ 

equazione , eh’ essendo integrata , da 

— =-+C; 
u a 
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o rimpiazzando la quantità ^iodetemiaata C con ua 



altra quantità 



C 

— — avremo 




u a a 



prendendo l' origine di t , in mo^o che l' ascissa 
sia eguale ad una nuova ascissa t ' , 1’ equazione pre> 
cedente diverrà 

I r 




o piuttosto 




ciocchi dimostra , che alloi-chè t'=o y ic= os ; d’ on- 
de segue clic il raggio vcttoie che corrisponde al pun- 
to , ove t* ò nullo , è un asintoto della curva. 

194. L’equazione (117) ci mosha- ancora che il 
raggio vettore è in ragion inversa dell’ ascissa ; se fac- 
jCiamo sncccssivamiente , hzfyv , Z=6ir ecc. j 



avremo questa serie di valori per u j ^ » 

, ecc. ; il che c’ insegna , che ai termine di due 
o» ^ 

rivoluzioni , il raggio vettore trovasi ridotto alla me- 
tà di ciocch’ era dia fine della prima ; che al termi- 
ne di tre rivóluzioui , trovasi ridotto al terzo y c co- 
si in seguito. 

io 5 . L’equazione della spirale iperbolica , come 
quella della spiiale di Conone sono casi particolari 
dell' equazione la^ai' } poicchò facendo resi , ed a 

— ' , si ottiene la. prima ; c facendo n^-—i , si 
33 - • ^ 




I 
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ottiene !a seconda/ Tra le spirali determinate daque-< 
sta cquanonc , si distingue ancora la spirale parabo^ 
lica I la quale si trova l'accndo n^i . 



D^lla Logarìiinica. 



196. *Ln logaritmica è una curva, a coordinale 
rcllangolaii , nella quale 1’ ascissa è il logaritmo del- 
r ordinata ; dunque l’ equazione di qnusTla curva è 

a7=logjr 

da cui si ottiene 
e per conseguenza 



197. Per discutere questa equazione , facciasi .2^5); 
sì aviA s»-’ io seguito sr danno ad x de’ valori 

crescenti , e positivi , y andrà sempre crescendo ; ma 
se se si da ad x un valore negativo —u , si troverà 




> I , . 

y ~ a — j e si vede che 1’ qrdinata tanto più 



diminuirà , quanto più si alloutàncrà dall’- origine , 
nel senso delle ascisse negative ; e che jnilne la curva 
non potrà raggiugncrc il prolungamento dell’ asse del- 
le X , che aìi’ iuttnito , nel qual caso solamente 1’ c- 

quazione j , diverrebbe v=-^-;;30 : da ciò si 

può conchiudere che il prolungamento dell’ asse ilellc 
X è un asintoto della curva. 

19S. Se, a partir dall’ origine , si prendano delle 
y ascisse eguali , ( Fìg. 17 ) , AP— /r , AP',^—- u , si 
avrà 



1 
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PM.FM'=i. 
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199. La proprietà più rimarchevole di questa cur- 



va è che la sottangciite ha 



un valor costante 
latti ditTorcuziando 1’ equazione della- logaritmica 



ha 



111- 

. si 



ila cui si ottiene 
axdx 



^ = ».loga, 



yd.r 

V' 



Jog« 



. d/ Ioga ‘ 

Or il primo termine di questa equazione esprime la 
sottangcntc della curva, ( art Gg ), dunque questa è 
costante . ' ' 

Della Cicloide. 

" » 

•1.00, La cicloide ò ima curva nhc vicu descritta 
dal movimento di un punto N( Fig.iS), situato siillaFig.i8. 
circonferenza di un cerchio , che rota su di una retta 
inr. È chiaro | che in questo movimento di R verso H, 
tutt’ i punti deir Meo RN vanno successivamente ad 
applicarsi sulla rolla RII , finché il punto N a suo 
luogo va a cadere sopra H ; per conseguenza , l’ ar- 
co RN sarà eguale. alla retta RII. 

Tutt’ i 'punti , pe’ quali passa il punto N in questo 
movimento trovandosi per ipotesi .«mila cicloide il 
punto H si troverà henaudie sopra di questa curva : 
rendiamolo per origina delle ascisse , ed abbassiamo 
a jierpendiculare N^K sul diametro RR' ; facciasi 
HP=:x , PN=/ , RlV=2a , arco N R=c , N , 
si aviù ' ' 

' HPzzHR^JR ; , . 

li • • . mi* » 






noe 



:vzz are NR — NK.,. 
a r — ■ 11 (1 18)- 



M ) 
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Prima di tutto elimineremo l’arco z ad modo se- 
guente : si differenzierà l’ cquaitione precedente , cioc- 
ebè ci darà' , - , 

dxc^Jz— d» ... (tig)- 

Per avere U valore di dz in funzione di u ^ osser- 
veremo che tra H e z si ha la relazione 

u zz seti, z 



questa equazione differenziata, ( art. 4a ) » 
da cui si ottiene 



cose 

duz=dz , 

a 



d z, Si. 



adir 

'eosz 



In questa equazione si sostituirà a co» z il valo- 
re ehe si ha dall’ equazione 



o. piutlosta 

e si avrà 



scu^z+cos*z=:a* , - 

u’-+-cos’r=;i* v 
min 



dz = 






Sofiiiltiendo cpiesto Valore nell’equazione , si 

avrà ^ 

dx= — da... (i 2 o}p 

’ Ora non si dee far altro die espiinieic u in fun- 
zione di j . A tal oggetto, sia O il centro del cer- 
chio generatore RNR' ; avrctno 

OKr:V^(OS'— .\K') , 

Q 

fl—j-=V"(a (i-zi) j 
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curvando (jucsta equazione a quadrato , e riducertdo , 
sarà 

u-V {lay—y 1 22) - 

« (lifTcìcnziandu 



a.. _ («■— J)<Ik , 

— 777 r ... (ladj ^ 



7 



L’ equazioni (121) ia 3 ) trasformano l’ equazione 
(120) in ’ 

. 

VX-iay—y^) » 

riduccndo si trova 

; 



tlrrr 



V’i'ìny—y*) 



questa è l’equazione della cicloide. 

201. Si può ottenere ancora l’ equazione della ci- 
cloide in funzione dell’ arco nel modo seguente : i’ c- 
qu azione r<=::seiiz da 

r:;:arc(sen=:n) ; 

suo valore ded 

:=irc[sen= V'C-aey — j * )]; 

sostituendo questo valore , i quello di u nell’equa 
zjone (ii8),_si avrà 

x=arc[sen=V-(2aj_y*);(_V^(,„^._j, ...(i2|) 



mettendo per u il suo valore dedotto dall' equazione 
(122), si avrà 



" 11 seno qui corrisponde al raggio n ; quello del- 
le (avole sarebbe iCr. .? .. 



'• j-)* 

' rt 



'ic.&z.: 
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^ Per discutere questa equazione , andiamo pri- 
ma di tutto a dimostrare , die y non pu<^ essere ne- 

f alivo, nè maggiore di ao : Iiii'attì se vi si faj'»:: — y', 
espressione ardsenc;V'(a<y'’ — ’j)] diverrà arcTsen;: 
Ve — aay — -y )] , valore imaginario. In secondo luogea 
SCSi fa^—aayi', i' espressione arc[scn=:V^(2a/ — •/’)]» 
diviene arc[scn=V’( — ‘Aal“ — «T* ] * valore imaginario : 
Pig.19 dunque se ad una distanza ( Fig. 19 ) BD=2a dall’ 
asse delle ascisse si meni naralella a CC , la 

curva sarà compresa tra le paralelle AA’ , CC. 

Il maggior valore che possa aver y i poiché 

se si là rotare il cerchio generatore da H (ino ad H' 
Fi|.i8 ( F ig. ib ) , il punto N che prima era in H si e- 
ii^erà successivamente tìnchè airiva in D‘ all’ estremi- 
tà del diametro DO’; allora 1’ ascissa HD sarà egua- 
le ad DFD' , cioè alla semicirconferenza del cerchio 
generatore. 

Questo risultamento è conforme a quello che si ha 
daH’equazione (124), poiccliè se si faj=:2a,si trova 
j^arc(sen=p) v <»^ Tarco, il cui seno è zero , dee 
essere uno de’ seguenti o , DFD', 2DFD*, 3 DFD' ecc.j 
e si velie che nel presente ca^ questo arco è DFD'. 

Il punto N giunto in D' , dopo di aver descritto 
r arco 111)' di cidoide, se continua a muoversi , de- 
scriverà mi secondo arco D'H' simile al primo ; infine 
se il cerchio generatore continua sempre a rotare so- 
pra Tasse delle ascisse, il punto N genererà una se- 
rie indcrniiia di archi di cicloide CD'C" , ecc. 

Il cerchio generatore potendo anche muoversi nel sen- 
so di A verso H , il punto ^ descriverà ancora una 
serie indeiinila di archi AB' A’ , A'B*H ccc. 

].’ unione di tutti questi archi è ciocché forma la 
cicloide nel scuso più generale. 



Se si volesse introdurre questo seno, bisognerebbe scrivere 
*=a.arc 



D'iji i- - ; . Cjt 



a 



1» 



BELIkA OCtOI»l. 

La nomdc al punto N segnalo daJIr roor- 

T*^f * '‘y ( ^ *9 ) * d«t«iminata dalla formo. Fi, ,« 

fc» , ( art. 70 >, 

normale:=j^Y 

Se ia questa formola si sostituisca il Talcue ‘di -~Z 
« — d*' 

«Motto dall’ equazione della eicloidc , si troverà 

normale^y\/- Vi-iav). 

Per costruire questo valore , menisi la corda N-D ■ 
u. avrà • ’ 

DE : ND=ND : DB , 



duiiq 



uc 



y : ND^jND : aa 5 



corda IS'D— : 

< come , per la. natura del cerchio P angolo BIVD è 
Inetto , la corda ÌN'B sarà perpendicolare all’ estremiti 
della normale M 3 ; duni^ue ìa, corda KB prolungata 
è tangente della cicloide al punto N ^ poicchè si sa 
ctic la tangentu q |a upiraale loriuauo tra loro ua 
angolo retto. 

Sr potrebbe dunque costruire la tangente al punto, 
n, con descrivere il setnicerdiio gencralorq BKI), e 
con prolungare la corda BK ma per evitare di co- 
struire questo cerchio gem-ralore ad ogni punto della 
CUI va , basterà di costruire il semicerchio generatore 
so la pm grande si dinata DD' della .cicloide (Fig. 18), k’ a 
cdopod. aver condotto dal puBtoK'laperp.-ndicolarc * 
IVI!, sopra DD , si tirerà U corda D’F : allora la N T 
paialclla. a questo corda sarà la tangente cercata : oucsta 
costruzione e una conseguenza di ciocch^; abbiamo detto, 
j.ii"'*”- «pressione del raggio oscillatore 

della ucloide , bisogna dc lmrc <lall’ equazione Ji. que- 
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3 y * ♦ * 

sfa carva i nalori <li , c di > cfc« sostituire» 
mo nell’ espressione del raggio d’ osculo, art. i5o. 



T=- 



dv* i 
dx* 



nel quale adottiamo il segno negativo , perchè sappia- 
mo clic la curva volge la sua concavità all’ asse del- 
le ascisse. 

id' equazione della cicloide ci da immediatamente 

Ì!i=tS2:z2l)...(„5). 

dx 

Per avere r , facciasi — =/> , 'si avrà 
dx dx 

y . ■ y 



e diflerenziando , ( art. a3 ) , si avrà 



àp=z- 



T 



aÀy 



a-yT ( — — i) 

■ -y 



1 I 



dunque sarà 



Ap _ a 



moltiplicando questa equazione per l’altra (laS), ot- 
terremo , ( art. 24 ) , a 



. Digitijcd by Google 



DELL! CICLOIHE. 



l65 



Ap 



à*y ^ a 



dx "" y* ' ~ y 

per mezzo di questi valori si ha in fine 



* I 



y-- 



( — ) * 

y 

a 

T7T 



ayi 



2 » a » 



e (accndo "passare y nel numeratore , si avrà • 

yzzì^à^y^ =2.a». a"». • 

dunque il vag^o osculatore NM (Fig. 19 ) è doppio Fig.19. 
della normale WD . • - 

2o5. L’ equazione dell’ evoluta si otterrà sostituen- 
do i valori di ~ , e di -r-^ nelle formole (art. 1 49 ) 
dvC > ii» y 



I-+ 



<3/* 



y—/^= — / 






i2 

dxV 



3 



, • J V* \ % 

^ dx • dx 



do,’ 









e si troverà 



aa 



y-ff =—=:3y, x-rrcc=-*^V' (««j'—- / *) j 



y 
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donqu^ 

f-—y , ed «=.r-|-ay'(aDj-^j'’) 

20 « ( Fig. 20 ) 

QN'=NP , «cHP+aNK ; 

ed oficervando rhe HP-fNKczHR , l' ultima eqUazio^ 
ne può scriversi còsi 

*=arcN'R'+NK ... (126). 

Prolunghiamo R'R in R" , prendiamo RR'— a , e 
sopra RR descrivcsi la semicirconferenza RIVR” ; 
questa pas%rà pel punto N' a caUsa delle corde e* 
guali N'R , NR , e fi avrà 

are NR = are N'R , ed NK=N’K'. ;, 

sostituendo questi valori UelP equazione (126) , si 
troverà r 

♦ . * 

. «= arcN«‘+N’K' , 

•ssia 

•esarcN'R+\^( 2 a 4 — 4 ? ). . .( 1 27) 

i r equazione clT esiste trà "le coordinate 
^V— “ » e QN’=jtf appartenenti ad un punto N' dell* 
•voluta. Prolunghisi ora l'ordinata CD=:2o , c sul 
prolungamento prendasi, una quantità DH'=aa , e pel 
punto H' menisi la H'D' paralella ad HD , e tra- 
^ortLsi l’origine H al punto Ìl'. A tal oggetto siano 
: 1’ ascissa sarà 

H’Q'=sHD--HQ , 

•t ^iìTonferenza generatrice — HQ y 

«ss ‘ "■ 

per rispetto all’ ordinata /•' , abbiamo 



> ' il 

toctLi ciCLom*. 

KQ ^H D— QN* . 

fi'— a a— 6 : 

da quest’ equazioni se ne deduce 

«=»a — « , — fi' : 

per mezzo di questi valori V equazione (i'J7) diviene 

»a — «'=arcN'R+VX20^— /?“) » 

Tfl— e-arcRN'Fr'— are N'R’'4 -V(m^— /T‘) 

zzTU — arcN'R"-}-V'‘(2a^ -—/?”) } 

e per conseguenza ‘ ’ ‘ 

•e'=:arc N’R’'— ^('^afi'^lf') • 

questa etjuazionc è quella di una cicloide ; dunqup 
r evoluta di una cicloide è un’ altra cicloide. 

ao6. Si può colla siatesi diiqostrarc nel scgijeute^ 
modo (Fig.ao) , clic 1’ evoluta HH’ ò uua cicUàde . 
Si ha 

are R ’N'+N’R^ra ’ 

are R^WsTa-rarc RN* • . .. . 

da un’ altra parte si ha ..... r. 

are RN'=:arcRN=rHR , airt, *, 

, ' « 1 - V • s • 

sostituendo questo valore - nell’ equazione precedente ^ 
SI Avrà > 

are R’'N'=to— HR=HD— HR=RD 

0 

are IT N* = WR" , • . ; 

che i la proprietà della cicloide. ,, 

^ ... • it vv ij i. 



dunque 
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Del cambiamento della variahilc 
indipendente. 



** 207. Allorcliè i data'una formola , <Ae contie- 
ne de’ coefficienti differenziali , essi non possono essjt- 
rc eliminati , cf'e coll' ajutp dell’ equazione della cur- 
va , alla quale questa formola si vuole applicare; co- 
se si ha la formola 



(■+^’ ) 
'• ~<lr* ^ 




dx 




e si domandi cosa essa diviene, allorché la, curva è 
una parabola , si tireranno dall’ equazione _y;=ax ’ del- 

li parabola i valori di , e di ^ , che si sostitui- 
dx dx 



ranno in questa fòrtoola , ed allora i coefficienti dif- 
* *1 

fcrenziali dispariranno , Se le quantità ~ e si 

dx dx 



riguardino come incognite , vi bisognano in generale 
due equazioni per eliminarle da una formola , e que- 
ste ci saranno date , differenziando due volte di se- 
guito r equazione della curva • . . - 

268. Allorcbc per mezzo di operazioni algebriche 
non figureranno più le dx sotto le d_/ come nella 
formula seguente 



j(dx *-hdj") 



(raS) , 



si operi la sostituzione , riguardando daf , dy , ' c 
d’^ come incognite ; e poicchù, pr cUmiuarle , vi li- 



1 
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» ” 

sogna in generale «in ^u(d maniero di e(|uazioni , 
sembra da principio' ebe reliminatione non pòssa cf- 
fcttuaisi , poicchè la difl'erenzmione dell’ equazione del- 
la curva iion-paè ìliarcKche due equazióni tra dar, dj^ 
e d^’ -, ma bisogna osservare , che allorché si saraii- 
uo eliminati d^ v ^ per mezzo di'" queste due e- 

J uazioni , si troverà nella ibrmola un fattore comun 
x’ elle svanirà. • ^ * 

Per esempio, se seguitiamo a suppoire che la cur- 
va sia una parabola rappresentata ua yziax^ , diffe- 
renaiando questa equazione due volte di seguito , sì 
avrà /• >1 *. 

dj=2<z:cdjc, djc* = ladx* ; 

Sostituiti questi valori nell’ equazÌQue (128) , si ot- 
terrà , dopo di averne tolto il fattore comune dx’ - 

209. È facile a comprendersi la ragione , per* cui 
dx’ diviene l'attore conàune j poicchè quando in 



una formòla , che' prima contcnea v e--r^,si 
‘ . dx ^ dx 

, . d*y 

è fatto scomparire il denominatore di — - -, ttiUi i 

UJC 

. . , • d’y dv 

termini , all’ infuorì di quelli alTelti da ® ^ • > 

hanno dovuto acquistare il fattore comune dx' ^ al- 

dy’ 

lora i termini eh’ erano ' àiTctti da 7^ non più con- 

dx* 



tengono dx , raentròcchè gli altri affetti da ■; — rac- 

dx ji 
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chiudono dx al primo grado , .giacché n prodotto di 

ày 

— per dx* si riduce a d/dx. In seguito , allcnchi 



li differenzia 1 * equazione della curva , e che si otten-* 
cono de’ risultamenti della forma iy = Mdx , dy^zz 
Ndx’, que.sti valori sostituiti ne' termini affetti da d^*, 
e da dvd.«, li cambieranno , come gli altri termini 
in prodotti di dx* . ' ■ 

‘ aio. Ciocché diciamo d’ una formula che contiene 
i differenziali de' due primi ordini potendosi applicare 
a quella , nelle quali questi differenziali si devono ad 
ordini superiori , segue da ciò , che differenziando l’c- 
qtiazioae della curva tante volte rraanto sarà necessa- 
rio , potranno sèmpre togliersi dalla fomyila proposta 
i diflcrenziali che sono in essa contenuti. 

2 1 1 . Non sarebbe lo stesso , se la formola contenesse 
de' termini affetti da d*x, da d’x ccc. , oltre i diffe- 
renziali , che abbiamo esaminati ; poicché supponia- 
mo , esempio , che in questa formola vi entras- 
sero i seguenti differenziali , dx , tly , d’.r , d , e 
che differenziando due volte di seguito 1 ’ equazione 
rappresentata da se ne deducessero queste e- 

quazioui 

dx)=o, F^x,/, dx, d/, d’x, d’j)=o, 

con queste due equazioni non si potrebbero dimina- 
rc , clic due de’ tre differeiiziali dy d*x d*/ , c si 
vede che sarebbe impossibile di fare scomparire tutt’i 
differenziali della formola ; vi è dunque , in questo 
caso , una eondizibne tacita espressa dal differenziale 
d’.r; cioè eh» la variabile x è essa stessa considera- 
ta come una funzione di una terza variabile, che non 
, comp-irisce nella formola , c che si chiama la yaria- 
bile. iniiifft:ndfinle ; ciò diverrà chiaro , se si riflette 
d»e*r equazione jcjfx potrebbe nascere dal 'Sistema 
delle due equazioni 
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tra k quali si fosse eliminato t 5 cosi T equaziont 
(x-c)* 



y=:a 

altra 



si ottiene dal sistema delle diMf 
*S3Ì/*f< , , ‘ 

• * . V • * ■ • ■ ^ 

c SI conosce die ypdx debbano variare in Virtù dell* 
accrescimento che i può ricevere j ma l'ipotesi ché 
X ed^' varìiiio per degli accrescimenti dati à t , s»p» 
pone, che vi stano delle rclar.iuui tra x e <, e trajr 
« t ; una di queste i arbitraria , pqiccitò 1’ eqUazioaa 

che noi rappresentiamo in generale con 1 essen- 

- & > 

' (x 

do , per esempio y~n >— , se tra f ed or si 

b 

stabilisce la relazione arbitraria , quelito va-* 

t 

lore messo nell’ equazione cambierà ili 
y — ® ’ cquaztone, che, combinata coll’ altra 



* • * ’ 

riprodurre per mezzo dell* clhninaùone , 



y 






, sola condizione , della qtiale si dee 



aver conto nella scelta della variàbile t . 

212. Dunque la variabile indipendente t si può de- 
terminare arliitrariamente . Per esempio si, jtrenderà 
per questa variabile indipendente , la corda , 1’ arco i 
1 ascissa, o 1’ .ordinata ; .se / rappresenta l’arco della 
curva , bi.sogna «he si abbia t=V^(d.» ’+dv’) y 
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rappresenta la corda , e che ^ 1* origine sia al vertice 
della curva , si avrà > hillnc t potreb- 

be ..essarc T ascissa q 1' ordinata , ed allora si avrebbe 
i=x , o f= 7 . , . . ' . 

ai 3. La scelta di una di queste ipolesi , o di qua- 
lunque altra , diviene' indispensabile , onde la for- 
mula , la quale contiene de' differenziali , po»a cs- 
• serne sgombrata; se noi' non lo facciamo sempre , è 
perchè supponiamo tacitamente che la variabile indi- 
pendente è stata determinata. Per esempio nel caso 
più ordinario ove una formula non contiene che i 
differenziali dr , dj^ , d*j^ , d^j" ecc. , si là T ipote- 
si di prendere la variabile indipendente per l' ascissa y 
^iocnè allora ne risulta 

-■ t 




* » 





ccc. 



e si vede che la /ormola non dee affatto avere difi^' 
renziali secondi , terzi ecc. di x . 

ai 4 . Per ristabilire la forinola in tutta la sua ge- 
neralità , bisogna che x^ed ^ siano funzioni di una 
terza variabilè indipendente t;c che si abbia, art. a4> 

* ■ . ■ djf djf dx 

- di dx ’ dr ’ 



9i dedhce da questa eqùazioiie 

ÈL 

ày _ dy 

flx - dx 

. . ^ dt 



(•29) 



prendendo il differenziale secondo di y , ed operando 
sul secondo mcnduo , come si fa per le frazioni , 
( art- ) à troverà . • 
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Ax ^ d*a 
d*y dt di di di 

dTif . iix^ 

di* 



In ^questa espressione di la due odScii ; l’ uno è 
quello d’indicare quale è la variabile indipendente i, 
c r altra di entrarvi come Segno di Àlmbra. Noi po- 
tremo considerai-e di solamente sotto il secondo rap- 
porto , senza perdere di veduta che i è la variabile 
indipendente 5 allora togliendo di * come, fattore comu- 
ne, r espressione precedente diverrà più semplice, acri- 
« Tcudola cosi 

d*j d.rd*p — d^'d*.T 

dx da;* , '* 



€ dividendo per di; i «sa- diverrà 
d*_y _dxd’^dj'd*je 
dr**~ djc* * 

ai 5 . Operando nella stessa maniera sull’equazione 
(129), si vede che prendendo t per variabile .indi- 
pendente , il secondo membro dell’ equazione divtcue 
identico al primo ; per conseguenza , allorché si pren- 
de t per variabile ìndepcndcntc ^ non vi è che un sol 
cambiamento a fare oeUa formolo , che contiene i 



coefficienti differenziali 

da: 




cioè di rim- 



piazzare qiicsto secondo coefficiente differenziale con 
dard dpd* j; 

dx’ 



Per applicare queste considerazioni al raggio di 
curvatura , la cui equazione è , ( art. 186 ; 
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r 



C+,^) 






44:* 



Ocl C9SO cbe TOgliasi il valore di y , prendendo t p^ 
taiiabilc indipendente > questa equazion.e divenà 

dy’ "i 

da d V— djd’r ’ 

• ► . ii liCu. ■ . < 

<Cc ' 



ed osscrvando chc il numeratore equivale a ^ j . 

d*‘ 

si avrà ^ 

(dxHdy’)‘ 

aiti. Questo valore di y aupponé dunque che x ^ 
«d y siano tiinfioiii di una terza .variabile indipeiideii- 
tc ; ma se questa variabile dovesse essere x , cioè se 
si, avesse Izzx , si avrebbe d ’jtìeo , e què^a fortnola. 
tornerebbe ad essere quella del caj>o oidinariò , dive-, 
nendo , • ' . 



■>3 



(d-rHdyO 
dx d ‘y 



X f. t + ^ ì V 



d •/ 
(U' 



017. ?»Ta se invece di prendere x per la variabile 
indipendente , ,si volesse clic questa fos,se Tordinata , 
qiicsta condizione sarebbe espressa dall’ equazione vaztj 
diiftrcuziaudola due volte di seguito , si avrebbe 
d’v 

■ it “ ' ’ dt'r ° ' 
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La prima di queste due equazioni ci dice solamen- 
te che ^ è la variabile indipendente , ciocché nulla 
cambia alla formoli ; ma la seconda ci mostia che 
d*j' dee esser pullo , ed allora l'equazione (» 3 o) ri-* 
ducesi' a 1. 

_ (dr’-fd^*)* 

djd’x * ' ' 

a 18. Bisogna osservare , che quando la variabile 
indipendente h x, e che per conseguenza si hadx*=o, 
uesta equazione et mostra che dx é costante d* on- 
e ne segue , che in generale la variabile , la quale 
viene riguardata come indipendente , , ha; sempre un 
diflerenzialc costante. 

219. Infine se si prende l’arco per variabile indi- 
pendente , si avrà 

dfc=v^(dxHd7’*)‘ 5 

elevando a quadrato e divìdendo per dt*, questa e- 
quazìone ci darà 

dr* dj’ • 

' "V-dt* ^dt* ’ ‘ 

diiTerenziando questa equazione , riguarderemo , ( art, 
U18 ) ,dt come costante , poicchè t é la variabile in- 
dipendente ; ed operando a tenore della regola degli 
esponenti , si troverà 

adxd ’x sdvd?y ' ' 

• -5?-+-^=“= ; ■ 

da eui si ha 

dxd’as— <I/dVi j ^ 

per conseguenza , se nell' equazione (i 3 o)/à .gos^tui- 
scc il valore di d’x, 0 quello di A’/ , si avrà nel 
primo caso - ' 

(d-r’-j-dv 
(dx“‘+d/ 



*)T . V(d.rH<U'*) a.. 






dV- 
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« ilei secondo . . * ■ 



> F 






(dx'+d/")il'a: ^ d’a: 

930 . In ciocché precede ci siamo solamente occn* 

dy d*v 

pati de’ due coefficienti diffcrcnuiali -z 5-—- ; m 

* dx dx 



I ma se 



la formola contenesse de' coefficienti differenziali di or- 
dini più elevati , l)isogneicl)be , cort de’ metodi analo- 
ghi a quelli elle abbiamo impiegato , determinare i 



dx* 



di 






dx ‘ 



che si rapporterdtbero al caso» 



in cui .t ed y sono fanziooi di una terza varlabUc' 
indipendente ** . 



Del metodo degli injlnìlaiìicule piccoli. 

211. Le nfwiotii che abbiamo dato deiriiifniito ridii- 
/ consi a questa proposizione : mia quantità' non può «lirsi 
iitfìiulà , quando é ancora suscettibile di accrcscinientOv 
Per conseguenza se si Ira x-}-rt , ed x diviene ìn&ni- 
to , bisogna supprimcre « ; altrimenti si suppoircbbc 
che X può ancora aumentarsi di a , ciocch’ è. contro 
la nostta' definiziorte. 

222. Questa proposizione essendo fondamentale, io 
mi sono impegnato di dimoi-trarla in un modo più 
soddisfacente , nel segucute morlo' . Sia l’ equazione 

’H — . . (i3i) 5 ■'«. 

a X 

moltiplicandola per ac , si ottiene 
* * 

, x4-fit=:M«x . . . (ida) . 
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posto, supponiamo che x «diviene infinito, U 

frazione essendo giunta all’ ultimo suo grado 

di drcrescimentu , si riduce evidentemente a zero ; al- 
lora r ei|uazione (idi) diviene 

« 

M a . 

a 

Questo valore sostituito nella cipiazimic (i 3 a) , da 
X rt a x . 

CìoccÌk mosti'a , che x-^a riducesr ad x nell’ ipotesi 
di X infiiiitp . ' 

La (juantitA a , rispetto alla quale x è infi- 
nito , è cioeclù; cliiarausi un ii^'iuitatncnlc piccato , 
per rispetto ad x. 

2a4- Lome noi non premliamo in eonsiderazioiic 
che i rapporti delle quantità , la dimostrn/.iotie ' prece- 
dente ha luogo, anche quando x ha un- valore finito, 

Ì urchè pcròi a sia iutinitamcnlx piccolo , rispetto a<l ,r. 

la teorica delle fra/.iniii da ragione (ti questa v»TÌtà. 
Infatti , se la. quantità finita à si paragona alla fra- 

^ * 

•zione — , egli è certa , che quanto più il dciio- 
s 

minatore z aumenterà , tanto più diiniituirà la frazio- 
ne ; di sorta che , i|ucsta frazione diverrà assolulanicn»^ 
te nulla, quando z diverrà infinito^ e come tale do- 
vrà svanire- in paragone di ù , clu; in questo caso sa- 
rà iivfinito per ri.spetto a — . 

Z ‘ 

225. Benché due quantità siano iiifin.!tanicnte pic- 
cole , non ne segue però che ù imo rapporto sia 

■ 12 
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pollo , polcchè ~ zia i b . D’ altroadc si 



comprende che due quantità infinitamente piccole pos- 
sono contenersi come due quantità grandissime : per- 
rappresentando con dar , d^' due quantità iiinni- 
tamcntc piccole , segue da ciocchi abbiamo prece- 



dentemente 



rfsultamento conforme a quello che abbiamo ottenuto 
per mezzo della considerazione de' limili. 

rt'26. Alloicliè una quantità x i intinitamente pic- 
cola per rispetto ad una grandezza finita a , il qua- 
drato a* è intinitamente piccolo in rapporto ad x . 
Intatti la proporzione f.izic x' ci dimostra ebe x* si 
contiene in x tante volte , quante x nell’ unita , cioè 
un iiilìnito numero di volte. JNcllo stesso modo si di- 
niastrercbbe, per. mr zzo della proporzione x:x *r:x ’;x 
clic essendo X* infinitamente piccolo rispetto ad x , dee 
esserlo ancora il termine x ‘ per rispetto ad x* ; Per tal 
ragione gl' infinitamente piccoli sono stati divisi in 
diUereiiti ordini ; cosi negli esempi! precedenti x è 
un iniiiutameiite piccolo di prim’ ordine \ x * lo è ' di 
secondo ordine ; x ^ è infinitamente piccolo di terzo 
ordine , c casi in seguito. 

U7.7. Osservisi che se x è infinitamente piccolo per 
rispiato ad a , lo stesso dovrà dirsi di x moltiplicato 
per una quantità finita b. Intatti x polendo esser con- 
siderato come una frazione , il cui denomiuatore sa- 



rcblie infinito , può rappresentarsi con or, o che _ 
f bc 

si abbia — , o , queste quantità sono egual* 
meute iiulle per rispetto ad a . 



■ .? i. 
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»a8. Come un iiiSnitameiite piccolo di prim’ ordi- 
ne dee svanire a fianco di mia fjnaiitrtà finita , cui 
essa non puà' dare verun aumento , cosi dee svanire 
un iofmitamante piccola di sccond' ordine a fianco di 
quello di prim’ ordine- ; e cosi in seguito.. 

Pcf csempia se si ha questa espressione 






« che jr sia un infinitamente piccolo di prim’ ordine, 
e/* ne sarà uno di second' ordine , c dr ’ di terso \ 
bisogna dnnqiie togliere d^ ’ , perchè questo inni può 
aumentare cy* ; e come cy* non può aumentare òy, 
si cancellerà egualmente : infine si cancellerà ancora 
by , poicchc questo infinitamente piccolo di prrm’ or- 
dine noti può- aumentare la quantità finita a , e re- 
sterà'. a .. 



aap.. Due quantità' infinitamente piccole- x ed y 
danna per prodotto un infiiiitameirtc piccolo di sc- 
eoiid' ordine :. infatti dal prodotto xy se ne tira la 
proporzione 



t :y= X Txy,. 



Ciocché ci fa comprendere che xy è infinitamente 
piccolo per rispetto, ad x , come lo è y rispetto ad 
1 , cioè che è iiifinrtamaite- piccolo< dt sccond’ or- 
dine .. 

Nella stcsso> modo, si: dimostrerebbe , die il 
prodotto di tre- quautkà^ infinitamente piccole del pri- 
mo ordine da mi infinitamente piccolo di terzo ore 
dine .. 



adì. Si può or» dar ragione dclFa teorica della di f- 
fescnziazionc eseguita col metodo degl' infinitamente 
piccoli. A tal oggetto se si suppone che in una funzio- 
ne di a: , la variabile x abbia un accrescimento irrfi- 
uitamente piccolo rappresentato da dx , ih modo che 
X divenga x-^dx , la differenza del nuovo stato dal 
primo sarà il differenziale di questa funzionè. , 
aia. Per esempio , per trovare il dificrtnzialc di 
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ffj , pokcliò questa ftiBxione divieii* a (x-f 4x) craar 
-^aiix , se se uc -tolga mx presterà’ «nix , eli« sarà i) 
cìtflVfMtziale di «X .■ . . >< >■ i ■> 

1 nói.. Ccrcliisi di più il diiT«rci>zù4*^ di ax* y biso- 
gnerà da a(x+dr)^ toglier«e-flx‘* ^sviluppando , e ri- 
ducciido,si trova in. primo liiogbiirt*.’d.i-(-3«xdx’4- 
«d.r^ ; ciò posto <idx* essendo un iniiuitamcntc pic- 
colo di terzo ordine non può aumentare 3fl.rdx* 5 
per conseguenza si cancellerà adx’ \ siinilmcote 3adx'« 
cir è lui iiiiiiiilameiilc piccolo di sccoud' ordine , dee 
esser cancellato , percliè 3ax’dx è un infinitamente 
jiiccolo di prim’ ordine, e rcstesà 3ax*dx , clic sarà 
ij ditrercnziale di ax’ . 

334 . Facendo uso dello stesso principio , si diffe- 
rcu/icrà ogni altra fun;eionc di x. , con aver la cura, 
di cancellare gl’ infinita mente piccoli degli ordini su- 
periori ; il elle riduecsi a conservare il solo primo 
termine dello sviluppo , come appunto si fa col mc- 
tjodo de’ limiti . 

Per e.scmpio , per trovare il dificreuzialc di fx , in 
vece di scrivere 



- A-J-B/i-f-CA’ -J- 
h 

Afe 



ecc. 



che nel caso del limite da -r — d.^sAdx pel difTercn- 

u-t 



zìaledi /i ,si avrebbe y’(.r-f-dx)=yx-|-Ad.x-l-Bdx’-l- 
Càl.r*-t- ecc. 

toglicudouc la funzione primitiva , resterebbe 
Ad.i-|-Dd.x'-1-Cdx ‘-j- ecc. ; ' 

.. • t 

0 come si dovrebiieru supprimcrc gl’ iiiGiiitamcntc pic- 
cpli di ordini .superiori , resterebbe il solo termine 
Ad.r , clic sarebbe il difteren/.inle cercalo. 

V.3:». Per trovare il dillcreiiziale del prodotto di due 
variabili . J' , z , si sup|>urrà clie quando x diviene 
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, y (livk-nc , t t diticnc Il “pio- 

dotto sy sì bonvoitirti nllcmi iti ) (r+«l=) ; svi- 

liippAhdo é tógliMiild ^'i,vc^rrà^ rdv+iO'd- t 

L’ ultìiifo'tdrthiiic di' ^tpjcslor'iisùlf amento essendo un 
inlìnìlanit'iitc pitM^> kli ^ccdfnf ‘ordine ,-do\ià cancel- 
larsi 'c‘'pcl'(Àlfcrédziàle *^dr y^;‘ resterà 4’ espressione 
jdz+zdj. ^ ■- > tr ^ 

a3(). Si dedùrrà in seguìro da quest' ultimo dille- 
reii/iale (jucllo del prodr^U 'U "U'^rro di 

variabili, e tinalinentc* quello di x* , col metodo 
abbiamo seguito , alloichè abbiamo impi<'galo quell» 
de’ limiti . ■ ’ T4 

a3j. Il dilFcrenziale di a* si otterrà ancora lacilis- 

simamculc , allorèlie sì' aVi-à iò' svilupnó di , e 

I. '.1 ’• o , • Il >- 

questo sviluppo si troverà come quello di f y( art. 

SG ) j ii^seguitò*‘ài 'ccrc'lìérà il valore di t(* — a-^' » 

è coilsirvaudò il solo' primo termine' , Si rfcctlerauni» 
'^li altri , eòme i^ifiullaracutc piccoli di ómiiii siipe- 
nori a quello itti termine conservilo . Dal ’ 

zialc di af , se ne ' ‘ ' • ■ * ' 



dedurr 



dirteri'ii’- 

j 



irrà III seguito -qbeflo di Ioga , 
come sopra si* è fatto. i- 

a 38 . Per ciocclic riguarda il dilfercnzialc di smi.i ,si Iia 
scii (x+Ir) — seiu:za)ar?os d-f+seu xlx cos a— seii x : 

L'arco dx cssciidu iufiuitampute piccolo^, » « 



!• 



cosdx=i , c scn d^'aiili' i 
per mezzo di questi valori si trova . 

1 1 d scn.r=dar cos x. 

9.3j). Il problema delle tangenti lia in certo modo 
prodotto il calcolo ditrcrenziale : ecco, in qiialtiuodo 

si scioglie questo problema col metodo degl' iuiiiiita- 
mente piccoli. 

Sieno PM , e P'iM" ( Fig. 3 ) duo ordinate in- p;„ 3 
ruiilameiilc vicine-; ed MQ una paraleUa ■ air assii dof- 
U' ascisse ; la langeiite MT potrà «ssere consKIerala 
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Fig. 3 fonu il |>roluqgaineiito dell’ clepienlo MM* della €ur- 
VB , pwicclii «|uestQ dencHtu «s»eado pticcolissino , 
pu/i couiiiderarù come una liuea tetta : chiamisi AP.jCf 
r accrescitqepto di jc sarà PP=Ar , c quiUo 
di J' sarà M’Q=dK . Il triangolo «adukamciite |iicco- 
lo MM’Q esseadu simile all' altro MPT , |i ha 



M'Q : MQ=MP: PT 

■ • 4x:^:.PTi ^ 

duaquc • ‘ ' 

fT=^ . 

V' ' -I . 

In seguito si troveranno la normale , la tangente , 
è r equazioni di queste linee , ‘ come si i latto negli 
arlicofi no e ji. < , 

Fig. 3 ^ 4 ®- P«r aver* il differenziale di un arco,, si ri- 

guarderà r arco , compreso tra le ordinate PM , e 
KM' iiiiinitameute vicine , come una linea retta 5 ed 
allora chiamando s 1 * arco totale , MM* sarà ds , el 
triangolo MM'Q darà 



MM ’stMQ’ -f M'Q* 
dr* =dx’-f-d/’ ; 



estraendone 1 * radice quadrata , sarà 

dr=V'(<Lr’-hd/’)- 

•* 24 1. Il differenziale dell’ arco di una curva , rap- 
portata a coordinate polari , si trova beuanclie iacilis- 
si inamente j per mezzo del metodo degl’ infinitamente 
piccoli. Infatti ( Fig. 4 r ) siano RK',MN due ar- 
chi di cerchio descritti, il- primo .col raggio c, e 1 * 
altro col raggio 11 , nell’ angolo infinitamente, piccolo 
M’ÀM formato da due raggi vettori , il triangolo 
MM'M potrà. essere riguardato come rettilineo , e ret- 
tangolo in 'fi ; sicché sì 'avrà 
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osservando cl»e M'^s lu , e clw MNk:i«1I , in 
'virtù delia proporzione 

I : d/=u : MN , 

potremo rimpiazzare AM’ ed MN per mezzo de’ loro 
valori i e , mettendo dr in luogo «li iVlAl' , si avrù 

dr=.V(<U<’4-«*J<’) *• 

Lo stesso triangolo MM'N paragonato all’ altro 
M'AT ci fari ottenere la sotlaiigenle di una curva 
polare per mezzo dell» proporzuMic 

M'N ; MNsM’A ; AT; 

o , rimpiazzando AM' con AM , • che non ne diflèri- 
sce , se uoii per una quantità infinitamente piccola , 

du : ud< X u : AT , 

d’ onde si tira 

ATxa*:^. •• 

Oli . 

Del metodo di Lasrange per dimostrare i principii 
del Calcolo differenziale, senza la eonsidcrazio- 
ne de' limiti , degC infinitamente piccoli , o di 
ijualunque (juanlilà che stfanisce. 

Abbiamo veduto di quale utilità era il teo- 
rema di Taylor nello sviluppo delle funzioni in serie. 
Lagraiigc avendo osservato che i principii della dif- 
ferenziazione erano rinchiusi in questo teorema , giun- 
se a dimostrarlo , senza far uso del Calcolo difiiTen- 
ziale , con un metodo , dio anderemo a modificare 
nel seguente mo<lo. 

Sia per la natura di questa funzione 

bisogna , clic riducasi a J'x , allorché si ia 
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*a.i 

/r:') : riè' avr^ luogo , se ]|i parte clic contiene A in 
«liii'.cla r(|uazion«;, è un moltipiice di fi : rappresciir 
tianuiU con PA ; si avrà ... , 

/(ar+;l)=/r + P/i: 

Potendo P essere una funzione di A , se indicliia- 
Bio eoa jt la parte di P ìudipendente da 4 , quando; 
hzz > ; e con QA la parte clic dipende da A , avreifu» 
Ps v-|-QA ; continuando questo ragionamento , si avrà 
questa serie di equazioni ^ 

y=fx^PA • • . ; 

P=P + QA ■ • . ; 

Q=7 + RA 

-I et. ecc «c. ' 

Mettendo nella prima di queste equazioni il valore 
di P dato dalla seconda, si avrà 

J=/a:+p4+QA’ : ‘ ‘ . 

mettendo in questa equazione , il valore di Q preso 
nella terza equazione , si avrà 

. J^r+;>A+?A '-f-RA ’ 

continuando così, c méttendo^ ('x+A) in luogo di 
si avrà generalmente 

J'Ì^.c-{'A):^fx-^ph-\‘qA*-\-rìi^-\-sA*-{- ecc,, (i33). 

...a43. L’ cspre.ssionc y(.r-fA) rappresenta, in genera-* 
le , la funzione non ancora sviluppata in serie j se in 
questa iunzionc camblisi x in x-f-i , si avrà lo stesso 
risultamcnlo , clic se si fosse cambiato A in A-}-i . 
Infatti questa funzione non polendo racchiudere x , 
senza die ({ucsta variabile non sia .seguita immediata- 
mente da A , un tcrininc della forma A(x*^ A)” , per 
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«esempio, tlivcrrà A(.t+/4-//)'" > quamio si' sarà sosti- 
tuito X + *■ aij jr e questa quantità è la st<«sa di 
A * )* , cIk; l'isultercbbe dalla sostiRiziono nH 

k. ■+■ * - il* lui'igo di /i nella funzione A { x -f- A “ 
ciucche diccsi di questo termine ^ dovendo .applictir». 
a tulli gli alili , ne segue , che nelle due ^lolcsi ^ il 
primo membro dell’ equazione (id3) dàri luogo a 
de’ rUultonTeiiti klciitici'^ donde’ ''s^guc 'eh* lo svihqqio 
yx-^j)h-{-qh^-\- ecc. darà lo stesso risullaiu^’iilu., o 
limpiazzàndo .r con ar -f-’f , o A eon A i . ' ’ " 

Sostituendo primieraniéiUc A -p i ad A Su 
-f-^A <yA* d-rA* d- ecc. ^ si avrà \ 

^+/|(A+V). ,i,q 
< scrivendo solamente f due |g-imi termici di ciasctr* 
no di questi iiinoinii , ne verrà 

fx-^ph^yi-Ulh ////+,/, ‘-f 3/A’z4- r(i35). 
In •«•guito per, ofk-nere i] risultamenfo della ^trlu- 
stionc di x-ti-in lutigo di x nell’ espivssioiil^y.+''q-'/iA'4i 
cec. i, osseruist , clic as-endosi in ipie,slà sCrié 
r dllettivo sviluppo in A questo aerirescimcftto'hoh tn- 
Ireià hiyx, c nc’ coellicicnli\/> , rjSf ecé;", quan- 
tità le quali , iiou potemln racchiudere .clic '.i* , ftfcitifeb- 
Lano esecro riguanlate come funzioni •, c ipoicdhj l’ t*- 
qiiazione (i3d) ha litigo per ogjii altra ytniziopc «4 
X, la sostituzione di*x-{-t ìli vece di"x camliicrà 
t . IV • . . ut •! ■ •• 

+P Ì + (J i' +ri^ s i* -i- ecc. , 

^ 4 . - *1 * a 1*1 I ' ^ ^ 

p ii^ pi + i* + p'** i ^ + p*^ i ^ ecc. 

, q in ^ 4- <y' i -!*• rfi*. + qyi * -J- i]'' i *-fJccc.’ 
r iu r-^ f i' i ^ 

I . j in' .v-t- r f'-|i ìT f’-f s"'i’ -f'/'f « + efe: ■' " ' 

. > . 1 •• -1. •*> . . . • -.:i 



V 



ecc. 



CCl^a 



ecc a 



CCCu 



Ckii 
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Non i di bisogno prewnirc , che le leneft ac- 
ociiUtc rapprciettUuo i concienti delle diffia-enti po- 
terne di À.in questi sviluppi : Sostituendo questi va- 
lori di /f , di p y di ^ , di r , di r ecc. nella serie 
ece. , si otterrà 

ecc.)A 

+(y+y '+ecc)A’4^r+rt‘-l>r'’i ’+ecc)A* ec.( i36). 

045. ‘ Questo s>'ili»po dovendo essere identico (art. 
air altro (i3^ , bisogna che in ambidue gli 
sviluppi siano ^uali i terniiui che contengono le stes- 
se potenze di A ( nota seconda ) per conseguenza : 
paragonanefo i termini affetti da Ai , da'A’i , da A’i, 
eoc.jdt 0KÌ,'SÌ troverà' >' 

V'=3r» r'={j , ecc. ^ 

*46. Abbiamo veduto , (art.s44 ) » «l‘e p era ih 
generale una funzione, di x] siccìiì rappresentando p 
coiì'y'x , c chiamando J"*X il termine che mokinli- 
cherà 4 coe%ieute di A nello sviluppo di \ 

chiamando. , similmente J"”x il eocfficicntc d» A nella 
sviluppo di y'X-c+A) , c cosi in seguito , avremo que- 
ste equazioni 

f{_x-\-h)x^x '-\-hra -Y termini in A’ , in A * ,ccc. 
/*'(j;+A)=^'aj+^"a-f* termini in A’ ,in A * ,ecc. 
/"{xr^h)x:f"x^kf”'x'^termini in A ’ rin A* ,cc . 
ecc. ecc. ecc. 

a47* -Per ipotesi abbiamo ( art. 246 ) , P'^fx ; 
dunque se in questa equazione si fa a:=:a-j-A, si avrà 

p-\-p’h^yh • -f/r-A'-h' ecc. =/'(^+A) ... (1 89) 5 
mettendo in questa equazione il valore di x^h ) 
dato dalla seconda dell’ equazioni (i38) , si avrà 

p+//A-f-/>^AM-ccc .= /' x-\^ìif" x^termini in A’, in A',cc. 
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Questa equazione avendo luogo , qualunque sia il va- 
lore di h , bisogna clic siano <^uali i terraiai cÌm 
cuotcogono le stesse potenze di. sluuque sarit i. 

■Questo valore di p' cambierà la prima dell’ equazioni 
(‘^7) '*' ./**'*^^*^ r donde* ne dedurremo 

se in questa equazione' si cambierà or in r -f* A , ne 
verrà » , > 

h-Y ifh* 4 ecc. = i-/”(a: 4 /i) ; 

, * ^ .4* . ^ - \ 

mettendo iu luogo di il suo sviluppo dato 

dalla terza dell' equazit«ui (i 3 y) ^ 'aviviao i i 

tet^mni in A‘ ", in A ’ , e^. ) ;l 

paragonat>do i termini che moltiplicano la prima po- 
teu/.a di A , avremo (f'zz \J''x , valore che messo 
nella secomla dell equa/ioni (’ 1 37) la cambierà in 
d’ onde si Hedunu 



3 a ’ 



1 



t.i 



continuando cosi , troveremo successivamente tulli gli 
altri co<Hicicntì dell’ equazione' (i 33 ) ; sostituendo in 
questa equazione i valori di u., di , di r ecc. , si 
avrà • ‘ f > '■ 

y(a 4 /y j 4— ^y'’x4^-j-y ".x4 e^c...(i4o) 

MS. Se si esamina oi'a la nriina dell' equazioni 
(i 3 b), si vedrà che _/“x , essendo il coellicieiite di A 

nello sviluppo diy(x-f A) , rappresenta o— jsi- 

dx dx 
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milmcnté esaminando la seconda dall' equazioni (i 38 )*, 
ci. vedrà , 'cl«; il cocfliciciitc della prima potenza 
di h y nello sviluppo di'y'('*' 4 “^) lapprcsentaic 

d f -e . 

-, — > cioè 

• if. T* I 




e così in appresso ; fcr conseguenza , sostituendo nel- 
r c(|uazifue (i4o) JinpltiiSaWi » di 

r X ecc. , si troverà . • 

OI.,'. ' . .d:r, da, ,!.<* ...do:* .;.!*)’ \ 

^49. tu tal<«iodo st orriva alla diiiko<(trjH!Ìniic‘ del-'- 
la formola di Taylor, senza far ^$0 del calcolo dif- 

fcreiizialc. L’ espressione • ^ — , et» • elitra in questa 

formola',' è il segnò deir'bpcràzioiié j pdr mciM della 
huale si ottiene ‘il ^cOefllefciite dì h lidio sviluppo 
di y''( •t'4- ^‘) tróVato* ’f|Uesto ' coelTiciciUe , 1’ ^cs- 

. . ^ r . 1 

sprcssioni j- ^ , -j — j- , ccp . e .indicano , clic col ri- 

QwC CLX ♦ • 

f ** 'v, * ' * 

potere la sle.ssa operazione potremo conoscere i coef- 
licicutf .delle, altre potenze ftlf, /i ; di sorta che noi) ab7 
biaiiio bisogno , clie di conosccicp, per mezzo JeU’Al- 

’gfbrà" ^ * cìo’ccliè ‘dee essere per ogni fùjzionc. Per 

cscinpiò se' si doibanda^c qùalc. è il valore di 

allorché dà- funzione "è* ar* , si sv ilupperebbe (r+/i)'” 
poi' mòzzo della formola del binomio che darcMic 

' (1 ^ 

Vi+ ecc. , e come -f — dovrebbe indicare 
, dx 
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H codSciente ddlt prima potenza' di h in questo 

dy ' ' ' 

sviluppo -, ti avrebbe ^ — smx"" ‘ . In tal modo 



tutto riducesi a poter trovare con metodi analitici 
lo sviluppo delle differenti specie di funzioni , clic 
r Algebra può presentare ; questi metodi non sono dif- 
ferenti da quelli , die abbiamo fatto conoscere per 
sviluppare le diverse funzioni , le quali per mezzo della 
loro combinazione , danno tutte le altj'e : ò in lai 
modo che abbiamo ottenuto gli sviluppi di 

a , di log(a-f/i), di cos (x-f A) , cc?. 

- a5o. Ecco dunque un ^erzo metodo , col quale i 
principi! del calcolo differenziale trovansi diniaslfatJ 
in una maniera indipendente da ogni considerazione 
di limiti , infinitamente piccoli , u di quantità che 
svaniscono -, ma questo metodo nondimeno nou può 
^eludere quello de' limiti , perchè quando si discende 
alle applicazioni , e clic si vuole , per esempio , de- 
terminare i volumi , 0 le superficie , rettificare le cur- 
ve , o ottenere 1’ espressioni delle sottaiigeiili , delle 
suniiormali ecc. , si dee sempre ricorrere u' limili , o 
agl' inhiiitaraciite piccoli. > 

aSi. Considerando gli sviluppi delle diverse fun- 
zioni (x-f-A)**, a* ^ , log(x-f-À) , scn(.r-f-A) ecc.; 

che r Algebra ci offre ; come queste • funzioiiì sono iu 
numero molto limitalo , si può fticilmcntc riconosce- 
re, clic, ne' loro sviluppi il cocflìcienle della prima 
potenza di h non è iiù nullo , nè infinito , almeno 
liiicliè X conserva il suo valore iiidctrinninato ; cioc- 
ché per altro risulta dalia dimostrazione precedente . 
Infatti supponiamo clic fosse fj—o nell' equazione 



ccc. 

* 

poUebbero accadere due casi: o il valore di -t , che 




*9* CM/;OLO MFFnSffZtALI 

rincbittdesi in p , dovrebbe esser dato da an’ eqnazionè- 
identica, o da una cbe tale non fosse ; in quest' ul- 
timo caso p — o rappresenterebbe uh’ equazione di 
un certo grado , c questa cqnaaioiic non dareb- 
be clic Un numero limitato di valori di x , ciocr 
cliè sm-(d)be contra l' ipotesi , che suppone in x una 
quantità indeterminata ^ ma se jp=o , cioè' y'xzio fosse 
un’ equazione identica in x (*) , facendo xzix+h , si 
avrebbe ancora ^ -j-A):z:o , e come h entrerebbe 

ovnique entra x , questa equaizione , considerata per 
rispetto ad 4 , sarebbe ancora idcnticameiUe nulla, 
o , in altri tcrn>ini , questa equazione avrebbe luo- 
go per qualunque valéire di h ; lo stesso avrebbe an- 
che luogo nel suo sviluppo , che , dietro l’ eiiuazione 

(•^y) è 

F-^P’Hp'’h^-^p"h ’+ ecc,=o. 

Ma allorcitè un-’ eqnazioiic di questo genere è nulla 
indipeiKientemcnte da. A , bist^ua che i coefficienti 
tlelle dilfereiili potenze di k sfatto nulli separatamente 
( nota seconda ) , e che perciò si abbiai 

p'==o , o , //"'irò , ecc^ 

Sottitueudo questi valori nell’ equazioni. , 

' r p"—ir , p'"rr4/ , ecc. , 

che risaltano dall' identità de’ termini affetti dalle stes- 
se potenze di iky di i’A , di t*A nelle serie (i34) e 
(iÌ6) , si otterrebbe 

7 = 0 , 7=n, .<=0 ecc. j 



* Il caso nel quale p non contiene x e com-prcso 
in questo , poicchc se il valore di p , eh’ è imllo , 
rapjtiescMitisi con a~—a , può esprimersi cou a — x 

'i-( a — . jr ) . 



Di. 
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t come inoltre , T equazione (i33) si ridurteb> 
be a 

/( x+A ) =fx i 

bisognerebbe dunque che x-\-h sostituito ad x non 
combiasse la funzione , ciocchò esige che questa fun- 
zione fosse identica , o costante ; poicchi e noto ,che 
se , per esempio , Jx fosse della forma x*-^x’ , p 
dell' altra c-f-x’— x* , la sostituzione di x4>A, in ve- 
ce di x , darebbe sempre lo stesso risultameiito \ e si 
vede che nel primo caso la funzione sarebbe identica, 
e nel secondo si ridurrebbe ad una costante c . Se- 
gue da ciocché precede , che il coefficiente della pri- 
ma potenza di k non può èssere nullo nello sviluppo 
generale di f (x-f A) , 

Non sarebbe meno assurdo il supporre questo coef- 
heiente infinito j poicché il secondo membro dell'e- 
quazione (i 33), divenendo infinito , tale sarebbe anco- 
ra il primo , cioè si avrebbe y(x-J-4)=: so ; e come 
yCa-f-A) è formato in a-{-4 , come lo è fx in x,il 
termine che in renderebbe infinita questa e$- 

prcsfionc, dovrebbe render parimente infinito Jx. Per 
esempio sey( x-f-A) racchiudesse un termiue della 



A 

^4)_(a+/4j ’ infinito, egli è eviden- 

A 

t« , che si dovrdibe avere in fx il termine -■ , 

che crebbe parimente infinito. Segue da ciò che la 
funzione proposta sarebbe infinita , ciocché noi 'non 
supponiamo. 

aSa. L' espressioni y'x ,_/''x ,y"'x ec. sono cioc- 
cliiama Jiinzione itrima , funzione se~ 
conaa , funzione terza cc. , ed in generale . ne sono 
le funzioni derivale. Lagiangc indica le funzioni de- 



rivate anche in un altro mudo, rimpiazzando ^—eoo 




^ 9 ? 



av 
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con y ì * COSI’ i« seguito. 



De' casi , ne' ^iiali la Jhrmula di Taylor 
e ih 'difetto. 



a53. ** In generale, allordiè in una funzione dì 
X si sostituisce x 4* ^ sd x , la forma dèlia fuii>- 
zionc resta la stessa , poiccliè a+A entra ovunque eia 
prima x ; perciò allorché fx comprende un radicale , 
dee anche coraprcnderlo : per esempio se si ha 






lo stesso radicale si. troverà nell' espressione 



/(..+4)=K.^+*)-+^ . 

25|'. Non potrebbe dirsi sempre Io stesso , se sr 
«lesse ad x un valore particolare , cioè detèrniiimto ; 

per esempio se V^(x-— .'z) entrasse in^x, bisogiicreb- 
tc che /(.x-|-//) contenesse il termine 

V*(.r+/«-n)y 

(Or l’ipotesi di x^% farebbe svanire 'V(-r' — -fl)',ehc si 
trova in fx , mentre che la stessa ipotesi ridurrebbe 

il tcriaiiic V" (x-|-4 — a ) , eli entra in f{^ xd-/i ) a 

V^(/i)a: /i * : dmn^ue in tal caso lo sviluppo di /"^.c-lr/z) 
conterrebbe un radicale che non esLsterebbe ìa fx , e 
die perciò itOii poU’cbbe svilupparsi secondo le potenze 
intere di ìi . 

(Inesta impossibilità si mani fesi crebbe per mezzo 
de' vaioli iiiliiiili , die prenderdtbeni i eoctìicicnii dil- 
•fercuziali :• per c%m|)iu , su- si avesse 1" equazione’ *■ 
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^flcrcnziaiidofa si‘ troverebbe ' 



.«g3 



- fc» 
(.1 









3 a)* > I 

9 si vede il valore' di yiesto- coefllcietit^ diffarm^ 
riaU diviène' infinito , allurcbé si fa . 

Si# in generale 

* /T[a4^)=A+B/i-|.d*4-®^’ . . ì' ' 



ecc. 



('4») 



lo sviluppo, ebe potremo, supporre di essersi ottenuto- 

• • I ' ' ' t 

facendo x=r« , nel quale 9*1 rappresenti una quanv 

tità cb« cade tra n ^ ed n-dn t andremo a- dimnstra* 
se elle il coeifìcicutc differenziale dell'' ordine' è 
infinito . A tal oggetto, riguardando a come una va' 
siabilc , sappiamo ( art. 5 A , e 54 ) ^ che si ha 

' • ‘ ‘Ìf(«+A) <>/(a+A) _ • 

dfl ~ dA ’ da’- 7 ’ 

dA* . • Ki ; • u 

Differenzianu). sùccessivamente l' eqpazlone (i 4,>ril 
spetto ad A , e supponiamo per brevità che M‘ , N'’, 
M" , N* ecc: rappresentino ciocdià divengono 1 coef- 
ffeienti M , N nelle successive differenziaeiouiij avremo. 



4^ (a+A) 
'dA 



B-|r2CA'^ 3 DA’... 



+MA'’— + K’A’*i— ‘-fece. 

~~d&t =2Cd-2. 3DA . . . 

id 
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+M7i"“ ’ ^ N"A*> è + ccc, 

co. cc. , ec. 



ec. A 






rimpia/zanJo i. primi membri di queste ultime eqna> 
zioni por mezzo da’ loro ' valori dati dall’ equazioni 
^ 143 ) , oUciTcroo' / j, 

- . '¥i±±!al - B + aC/z+ 3 DA’ . . . 

«U» 

-f.M'A"“ ’+N'A"*t''’+ecc. ... Ci44) 
1ZÌ-^±L) aC +a.3DA. .. 

4 -M"A"'"HN''A’'*r“*+ ecc. ... (i45) 
co. cc. oc. cc. 

lacciido A=i nell’ crjnazioni ( 142 ), (» 44 )» * C^45) ec., 
ai avrà ' ■ 

s 2 C , ccc. 

da’ 

Ciò basta p€r\dctcrmìiiav« i coefficienti A , B , C 
écc. dell’ equazione (i4*)* 

Ciò posto , dalla sola osservazione dell' equazione 
(i44), e ( 145 ) apparisce, che n diminuendo di una 
unità in ogni differenziazione, allorché saremo giun- 
ti alla uesima differenziazione , si avrà , 

àì^a^ - ... PA- — +QA’’ + ec. 

da 

• F * 

=P-l-QAs -f ccc. ; 

e nella dificrcnziazionc seguente si troverà 
— -'■« +-««• 

Ora-^ essendo minore dell’ unità, -^—1 i un 

X X 
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k 

numero negativo : 4uiu]ue l'equazione precedente po- 
trà scriversi cosi - , . < ; 



da--‘ 

t 



R-(«ec. 



per conseguenza , allorché si farà hzzo per determi- 
nare il ooclHciente di uno de' termini dell' equazione 
(i4'z)« si troverà i > 



_R 

da"^‘ .“•o 




.ì« ! 



Io stesso avverrà , . allurchi si vorranno determinare i 
coeflìcieuti differenziali di un ordine superiore. 

- Risulta da questo teorema , clic alloKÌc siJa ^^^ 
«eJlo st>Uupf>o.\ di f(.x-fli) , se iu questo svilupi^o 
vi è una potenza fratta di h , c eh' essa sfa.jeumr 
_prcsa tra' termini eletti da hf ^ c da h* * 'y.no^ si 
possono determinare i termini tlella Jferic di/d'^j- 
lor , che Jino alt.ordiife n inclusivameutc : tutti gli al- 
tri termini diverranno ii^inlti. " ^ . 

a5tì. Se è data una funzione di è’ Si vn&l 
determinare lo svilu^ipo di ^(i+A) i hell' ipotesi di 
x:=a , bisognerà , com’ è noto , /calcolare i termini 
delia serie 

Ma se , facendo questo calcolo , si trova die uno 
de' coefficienti differenziali divietic infinito < nell' ipotasi 
> di, X sz a , non si pnmi'edirà oltre nello sviluppo di 
y(jc-J-A) della serie di Taylor ; ecco però il avttudo 
die bisognerà impiegare. Si porrà x-^h in luogo di 
X nella fx ; adora il termine che ^contiene % — miei 
denominatore conterrà x — a-f-h » e ^non diverrà più 
infinito , allorché si fa x :: a ; ma darà luogo' ad 
un termine affetto da una potetua fratta di h 



4. 

~ dx* 



1.2 



•ecc. 



•99 , .. Circolo DirrCMENZIALC 

< ^ l , . « • w %• < ■ 

.>5j. 5ia,|^r «empio . . . 

5 ' ' ' ‘ * 

diiferciuMBdo fai trotì ^ 

Ay ' / ^ t 



>*» • I . ^ ^ . * I • ’*1*K d * V 

sostituendo questi valori , e quelli di - — , di- — - ecc» 

di ’ di’ ■ ‘ 

nella ibrmola di Taylor , ( artv S5) , si òtlerrà 
y‘([i+A)=ao JC-— X ‘•j-ay'(:t ’■— « ’)+£2(<i — x) 






ax 



7}^ +*ecct t ‘ 



. .. 

'-*Ot‘'quando è xzsa , il termine ' moltiplicato pér k 
diviene infinito ; dunque questo sviluppo non ò pt4 



In questo caso , secondo la ‘regola precedente li 
jnctteti x*fA in luogo di s nell' equaslone ‘ • \ 

/x=20x*“X *4-aV^(x’-Ai M 
i« si troverà . • ■ i » . •» 

' ‘ -f^V’(x’+ 2 xA+A’*— a’)» 

rquaiione , die nell'ipotesi di jsot , diviene ' ’ 

y(^a4-^)s3«*— :A**+-«V^ (aaA-l-A ’) 

. I ’-*-i ’+a^/iV^ ( 20 + A) > . , f - 

sviluppando 'colla formula del binomio c rappream» 
taiido per brevità i coeificienli di questa formola coU 
le lettere A , B , C ccc. , si kt .1 

V^(aa-f-A)=(*fl-l-A)T=A4-BA-|-CA’+DA’+ ccc. j 
■ sostituendo si trova 

/(a^A}=a’-/<-+«AV‘(//)+aBAV'(/f)-l-aa’V'(A)+ec 
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Si yetk da questo esempio che mettendo x-\-h nel- 
la iViuzinno , ^e, fac^iido^ ‘powoiio introdursr 

una o più potenze fratte di H sviluppino in se- 
guito separatamente i termini che sono suscettibili di 
esserlo , sia per mezzo della fonnola del binomio , 
sia altrimenti , e si sostituivano questi tcrtniói net 
valore di > ciocchi;* ne dari*lo sviluppo^. ^ u 

u58. Allorchi^jr resta indeterminato, Lagrange Ita 
dimostrato , che lo sviluppo diy*(ar,-f/i) non u>lcva 
contenere termini alTctu da ,luia potenza fratta^. &. 
Infatti supponiamo cl^ s^ .avc^-^ * 

.... + K V"(/<) 

» 

come AV"(/<) è susccttiliile di Ire valori P • 

si avranno questi tre sviluppi di fCx+h). 

,r\ ;n »■ *■>/ / I /I r t s* **■* '^^ 

/(•» +/')=/•* . . . + N 

Or dovendo fx comprendere gli stessi radicali di 
/■(x-f/j) , (art. jaóS) , bisogna chc^, abbia Ancora tre 
valori ailTerenti Q , R ^ S j . aostitueudo sticccssiya- 
mentc questi valori in luogo di x , >i avrà . s u ■jt 
li li •(. Q+y»A-^^A* v.ì. + Mt , oiceiip 

•< ■ y(a*fA =Q+^/i+(jfA’ -i... -f P tdr- :> 



yX'r4"^}<=.R+/>^+^’ M.M 4' M 
.... + N 

y(x4-A).=R-f-//^-4./'/A * . .. -f P 
y(j’-+-rsS4/<//+7A’ .... -f M 
/{x+h)=zS+ph-i-,/A^ .... -1- N 
’ •••• + p 



49 * 



< calcolo differenzulb 



«li maniera cfie 1* espressione y( x + A ) sviluppata 
avrebbe nove valori difièieutì , mentre die non svi- 
luppata non potrebbe averne che quelli soli che fx 
comporta , cioè tre nall' ipotesi attuale : perciò non 
può supporsi che lo sviluppo di /'( x+/r) contenga 
una potenza fratta di A senza cadere in una con- 
tradizioue. 

*■' aSg. Egli è egualmente facile di dimostrare che 
non può contcìicrè nel suo sviluppo un ter- 
mine affetto da una potenza negativa di h , jroicchè 
* contenesse un termine della forma MA““* , si a- 
vrebbe 



+ i'- 

A" 



. ‘1 . /<*+A)=5rx+;rA-H** 

or facendo A=:o , il primo membro si cambia in fx , 
el secondò , invece di ridursi a fx , diviene infinito, 

A cagione del termine — che comprende. 



*■ ’ a6o. In» stesso avrebbe luogo , se lo ^sviluppò con- 
tenesse nn termine affetto dal logaritmo di A *, póicchè 
se si avesse , per esempio , un termine come AlogA, 
questo, facendo A;s9 , diverrebbe Alogo; or il lo- 
garitmo di o essendo infinito negativo , tale sarebbe 
il termine A log A , d’ onde segue che fx dovrebbe 
esserlo ancora, ciocch'è contra ì’ ipotesi. 



Fine DXi. CALCOLO DIFFERERZIALE. 
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CALCOLO OIFFEIlEirziALK. 



■-< .1 

Della differenxiazioHt delle tfaautilà algebriche, pag-'. 9 
De' differemùali successivi. ■ * i * 

Teorema di Madaurim. a5 

Della differeusiasioise dell* quautità irasceudéatì, a8 
De' differenziali logaritmici. > Sa 

De' diffieremziali d*' seni y coseni y ed sdire linee,., • 
trigonometriche , o de' differenziali delle fumr 
ziomi circolari. , 31 

Teorema di Taylor. ■ 38 

jépplieazione della formula di Taylor allo svi- 
luppo iti serie di varie funzioni. 4^ 

Della differettziazione deli equazioni a due va- 
riabili. 4^ 

Del metodo delle tangenti. i Sa 

dpplicazione delle formale precedenti a degli 
esempii. S 

Degli asintoti delle curve. S 

DrU’ equazione del pian* tangente ad nna tuper* 
iicio curva, e di quella della normale a que* 
ala aiiperGcie. 5^ 

Della funzioni che divengono per un dato va- 
lore della variabile. 6i 

De' massimi e minimi nelle funzioni di una sola 
variabile. 69 

Applicazione delta teorica de' massimi e minimi 
alla soluzione di diversi problemi. ^6 

Della significazione geometrica de' coefficienti 
differenziali . 88 

Considerazioni generali tu' punti singolari delle 
curve. \ 94 

De' punti <T inflessioni. 9S 

De' punti di regresso. io4 

De' punti multipliei. to8 

De' punti eonjugati.^ »ii 

Delle curve osculatrici. ii4 

Applicazione del teorema di Taylor allo sviluppo 
delle funzioni di due variabili > che ricevono 




*•** .4 . 

degli acereKVéettfii' • I • ■ 7' k3fi 

D«' massi lui e iniuiiiii , nelle ftuitiom <K due Ta* 
riabili. . ■■ r t,.-. . ' i38 

Velia Iraiformaùone delle coordinaU reltango- 
( larijm eoordiaale polari. •' • i4a 

Velia trasformazione delle . eoordimate potori ia- 

• ^coordinate rettangolari , e determinazione delt 
' Cipreuiene differenziale éelt oeco in ana cae- 

' ra polare. ' ' ^ i4* 

Velie sottangenti y tunnormali y mortnali y a tan- 
genti alte curve pokwi. u . .. ..... . t4,& 

Della deterroinazickne «lei raggio di cnivatura in 
*■ Olia curva polare. . ■ > . 

Velie éarve traecenderùi. • \ ■... • i5> 

Velie spirali di jlrckimede o di fonone... - ^ • ibid. 
Velia spirale Logaritmica. ‘ ' i. i5»‘ 

Velia spirate iperbolica y e delle spirati compre- 
se nell equazione al*' . • i • . i56l 

Velia leogaritmicsu \ ■ a - ■ »58 

Velia Cicloide. . . i5a 

Del cunibiumeato della variabile ùidipendeste^’ 160 

Vel metodo' degl' ii^nibsìssente piccoli, 1761 

Vel me tosta di Lagrassge per determinare i prissr 

• cipii del calcolo differenziale , senza la. consin 
derazione de' limiti y degl infinitamente pieco- 

' 'li y o di ogni altea quantità che svanisce. i83i 
De' casi ue' ^uali la IbmoU. di l'ajloa è in di> ' "'4 
fello. igi» 
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jELÉMENtl 

' DI CALCOLO DIFFERENZULE 

• • 

ED INTEGRALE 

■I i nr^ O -:rt ^ '1 ' , 

• 

CACOLO INTEGRALA ’ » 

I • * 

Deir integrazione de* differénziaìi 
monorriiì. 



s6i. oggetto del colcoio inlegraìe è quello 
di trovare la funzione, che, dopo essere stata 
differenziata , ha dovuto produrre un dato 
differenziale. Per cominciare dal caso più sem- 
plice, cerchiamo d’ integrare l’e.<ipressidnea:™Ja:, 
eh’ è la forinola generale de’ differenziali nio- 
noutii : a tal oggetto noi differenzieremo pri- 
ma 1* cs’pressione è si avrà 

».# dj:^+‘=(m-f* i)x™djr, ' 

il^ondc* se ne dedurrà 



m-j-i, 






e poicchè la costante TO-fj: non influisce effallo 
sulla differenziazione; l’ equazione precedenlet 
potrà scriversi cosi 

* 



% 
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Calcolo intecrAls 






tn -\- 1 






perciò la (quantità , che colla difi'erenziazione 

ha data x^do: è • — ; — . Per* indicare queste 
77ì4- 1 ^ 

operazioni , mellererao avanti il differenziale 
il segno caratteristico /, che significa somma ■ 
o integrale (*) , in modo che si scriverà 

x“+‘ 

' . /x“dx=; — ; — . 

• 

a6a. Conchiudiamone questa regola generale: 
per integrare x”dx, bisogna aumentare l'espo- 
nente d' una unità , e divider tutto per que- 
sto esponente così aumentato , e pel dijfe- 
remi ale. 

<idx 

a63. Sia per esempio — si avra 

cc 



(■') La parola somma, o sommatorio adot- 
tata per designare l’ integrale , è stata intiv- 
dotta dagli antichi geòmetri, perchè, secondo 
il metodo degl' irifinitamente piccoli ./^essi con- 
sidemvano una' funzione y , come una somma 
di accrescimenti infinitamente piccoli. ^ 

Per esempio , si vede , che se V ordinata e 
I MP , ( Fig. ai ) , si ha 

MP:=flb+«'b'+fl"b"-fa"'b'"+a"vM, 

■ cioè che V è eguale alla somma degli accre^ 
scimenli injinitameiite piccoli rappresentati 
ciascuno da dy. 
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X ^5-^i J 


• 


similmente si troverà , che 






« 


164. Abbiamo osservato che il diflerenziale 
di era /na:“~''djc , come se si fosse 

differenziato solamente j:™ : per conseguenza » 
integrando., bisognerà accrescere 1 ’ integrale 
di una costante; Perciò negli csempii prece- 
denti scriveremo 




' 5 

faìiX a p ^ 

x^ ~~ Jdx)/x _ -fC. 


w 

\ 


a65; Questa costante C , che dee svaniré 
per mezzo della differenziazione , è in gene- 
rale arbitraria , ai meno che non sia determi- 
nata dalla natura del problema. 

Per esempio j se si ha yz=za3d' — b , che è •« 
quella di una parabola 23,) CBI>, per ri^ jj . 

rispetto alP origine A ; e che se ne tiri '• 

dy~ 2 axdx , si troverà , intograudo 

» 


' y-~ax^+C ..... (i) 


t • 


Questa equazione può couveiiire ad una 
infinità di parabole. Or se si vuole che tra 
lutle queste parabole CBD , C'R'f)', 

4 


« 

• ' f 

• 


* % 
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^ CAI-COLO lMTÉe«ALE 

la curVa che ha per equazione y=a.v'-{-C , 
appartenga a quella che passa pel punto E , 

segnalo dalle coordinate r=o,x:=AE=-h\/^ - ^ 



sarà uopo che facendo in (i)o:=\^^, slab- 
bia j=o : questa condizione riduce 1’ equa- 
zione (i) a 

0=^-1- C 

d’ onde si deduce C= — ò : sostituendo questo 
vaiorc nell’ equazione (i)', si avrà 

jr—ax^—b , 

cojMe si avea prima dalla differenziazione. 

z66. Allorché la naturà del problema non 
determina la»cosiante , può disporsi di essa , 
come nel seguente esemplo. Abbiamo ritrovato 
che 1’ integrale di J?"’dx è 






m-j- 1 



-f-C . , . 



(.); 



^ndo ad X un valor determinato b , il se- 
condo membro di questa equazione, diverrà 

V,-’ ’• 

;;i:qrr+^ 

Essendo C arbitraria , noi possiafno determi- 
nare questa costante per mezzo della condi- 

zlone ^_|_ --f-C=o , il che vale lo stesso di 
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supporre che y »ia zero , allorché x^b \ in 



tal caso si avrà C=- 






m-j-i 



ì e sostituendo 



questo valore nell’equazione (a) si avrà 









( 4 ) 



. luogo la re- 

gda dell’ articolo a(ia , per l’integrazione di 
X dx ; ed è quando si ha m —, — i ^ pòicchè 
allora la formola (^) d/verreLhe 



jr~ 



x° — b“ 



o 

o 



In questo caso bisognereLbc far uso della 
regola de lari. 8i*, per •determinare il’vero 
valore dell integrale; ma si può evitare que- 



sto inconveniente, osservando che x~'dx=Ì^ 

. X * 



dx 



& che 1’ espressione è il differenziale di 
log^ ; per conseguenza sarà 



/■ 



dx 



X 



iogx-f c. 



5 CALCOLO integrale 

De' 'differeTiziàU complessi , la cui integrazioni 
può farsi per mezzo della regola 
deW articolo a6a. 



, a68. Abtiamo \ediUo , art. a8 , che il dif- 

ferenziale di un polimonio si ottertea , prenr 
dendo la somma de’ differenziali de’ suoi ter- 
mini ; reciprocamente 1’ integrale di un poli- 
nomio sarà eguale alla somma degl inlegraU 
^e’ termini che la compongono,. 

Per esempio 




b^x . , , 
aòx- — ~-\^xdxSx 

x^ 



) /• f bòx 




p ^ facendo le integrazioni 



/("dx- 



bàx 



X 






> 



C £ ^ ^ 

-h I a: a + C==a.r+ — + 



. Non vi abbiamo aggiunto, che una sola ca- 
5 ^tanle , pcrcbè , 1’ integrazione di ogni ter- 
mine dando, una costante particolare, possiamcx 
rappresentare con C la somma di queste ep- 
Stànti. 

polinomio , come 

{aJrbx+cx'-\-ec.y'Ax 



iWTECRAZIOIfE dE DIFFE^fZlALl COMPLISII ^ 

può iniegrarsi per mezzo deJIa slessa regols , 
allorché « è un numero infero positivo. A tat 
oggetto , basta di elevare il polinomio • alla 
potenza indicata, e d’integrare separatamente 
ogni termine. 

Pel- esempio , per -integrare (a-f AxVdx , 
avremo 

A^+^^y^x=J{à‘iìx-{-‘iabjcdx-^b'x^àjt) 

z=a'x-^abx^-{- 

o 

270. Quando si ha una espressione 'della 
forma (i^)"dFj:, composta di due fattori, una 
de ^uali è il differenziale della parte Fa: , 
eh è tra le paraniesi ; per integrare questa 
funzione si faràFa-=z;e perciò sarà dFor^ds; 
sostituendo , si avrà 

(Fo:)"dFa:=z"ds 

ed integrando , si avrà % 



f ;Fa-)»dFa: t= G= 

^ ' n+*~ n-fi 

Per darne un’esempio v s'a 



•+C. 



9 

(a-^òx (bàx-\-’iCx^x ) 

come bàx-^icxàx e il differenziale della 
quantità racchiusa tra le parentesi, si farà 



a-{-bx-\-cx'-=z , 
< si avrà differenziando < 



4 



ir* 

liccUè 



pÀLCOLO intEPKÀLE 

bàx-\-ìCx*ìx=àz-, 



{a-\-bx-\-cx')^ (Z>dx+ icxdx=z^ dz. 

L’ integrale di questa espressione sarà ' ’ 

55 3 ^ 

*-^z 3 +0= -^(^a-\:bx-\-cx'‘)z +C. 

271'. Se uno de’ fattori fosse il differenziale 
dell’ altro , a meno di una costante , si po- 
trebbe ancora integrare l'espressione collo stesso, 
metodo. Sia , per esempio 

X 

(^a-i-bx'y mxàx . .... ( 5 ,) 

Come il differenziale di a-\-bx'‘^ ch’èaixdx, 
non differisce da mxdx , clic per la costante, 
si farà a^bx^=z ^ e per conseguenza 'o.bxàx 

dz . 

=dz , da «ui si ha xóx— sostituendo que- 

Sti'valori nell’ equazione ( 5 ) , si otterrà 

L , m l_ » 
^a-d-bx')^mxdx=-^ztidz’, 

ed integrando verrà 

y ' 7 \ m m ^ 

{a-i-bx^ixdx^^J z^dz= ■^z^ +C 

m 2 

> 

4 ^ 

271. La stessa trasformazione può applicarsi 
ancora per rapportare alcuni intégrali a do’ 



INTEGRiZlOlTE PER.* MEZZO DI ARCHI DI CERCHIO À 

.... . «do; » 

logaritmi: se si avesse, per esempio, 7— 

‘ ’tì-f-o.r ' 

facendo «d-2>j?=z, se ne dedurrebbe 5 

o ^ 

sostituendo , si ba 

• r aàjc radz a /• ds a 
■ a + bx~'^ ~bz 

e mettendo per z ii suo valore, 

. '*aàx a 

= , 

adx 

Operando nello stesso modo per — — ^ , si 

vedrà die 1’ integrale di (juesla espressione 

y '^adx a 



fi 



De’ differenziali , che s’ integrano per mezza 
* degli archi di cerchio. 



270. Sia(Fig.n) a’=iflilseno dell’arco bB—z', 
avremox=senz; diflcrenziando si avràdx=idzcosz; 

dx 

da cui si ottiene dz= ; d’altronde requa- 

, cosz *• 

zione cos’s+sen’zrr I ci da 



cos: 



z — ^‘ I — &cii‘z=y^ i — z’ : 



sostituendo questo valore in quello di dz ^ si 

d.r 



avrà dz= 



V 



r~^ ; per conseguenza integran- 
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. .'do , si troverà 
* àx _ ^ 

/ -É/ . . . . 

; J ^ I 



( 6 ) 



Per determinare la costante , supponiamo che 
la condizione di o:=o abbia luogo coll’ altra ^ 

y '* dx : 

■■ 

Poiccbc 1’ arco z rappresentato da 6B è nullo 

3 uando il seno è zc^o . 1’ equazione (6) si ri<i 
urrà in questa ipotesi , a ò;=C ; per conse^ 
guenza sarà 

dx 

arc(sen = x). 



fi 






X 



275 . Dall’ integrale precedente si può far 
dipendere quello di 

^ dx 






-X’ 



infatti dividendo per a i due termini della 
frazione , si avrà 

• „ dx X 

_ C à.a 

questo integrale essendo fermato riguardo ad 



X 

~ , come 
a 



Y* dx . ' 
lo è, / ^ IL ^ riguardo ad 



X , ne 



inTECRiaiOKK 'PER MZEZO BI RKCBI SI CEACEIO 

irisulta 




In secondo luogo sia z 1 * arco , il 
cui coseno è Pa^xi avremo 



a;=cosz ; 

e difTerenziando , sarà 

da:=— dzsenz y 



da cui ha 



, dar 

dz= — — — ; 
senz 



e mettendo per senz il suo valore — cos*» 

tirato dall’ equazione 



T ’ 
\ 



si avrà 



CQ5’z+sen*z=i , 




dx ' 

KTI^os’z * 



o per essere cosz=x 

' • dx 

sicché integrando si avrà 

y x-x^ -> ■ 
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CALCOLO UfTEGRALIE ' 

ri^ai Ter determinare la costante , supponiamo che 
dx 

sia nullo , quando è ^=;o ; die- 

tro tale supposizione 1’ espressione (7) si ri- 
durrà a 

o — arc.^cos — o^-l-C. ?.. ^8) 

Or affinchè il cos.Pa dell’ arco iB sia nullo 
bisogna che quest’ arco divenga 

BM = -pcirc.= *-^7r ; 

4 2 

sicché, mettendo~^;r in luogo di arc.(cos=o) 
nell’ equazione (8) , si ha 

1 

'“TC' “l- G , 

2 

da cui si ha 




sostituendo questo valore nell’ equazione ( 7 ) > 
S» ottiene ^ 






titTEGR Azione ?er mezzo di Archi di cerchìó i| 
*76. Abbiamo vuduto art. 45 che 

j do: 

dtango: = ; 

cos’o: 

/ 

5® facciamo j;=tangz , avremo . 



do: 






dz 



ngz = - 



cos’z ’ 

da cui si ottiene 

dz=da 7 cos’z ..... (jn) > 

ma r equazione segz=— da cosz = e Derciè* 

cosz segz ^ 



co 5 ’z=: 



1 



seg’z V i + tan’2 

tuendo questo valore in (m) , si avrà 

« 

1 



t;‘ sicché sosfi- 



dz=dar , 



1 



e perciò integrando sarà 

prendendo •!’ integrale nell’ ipotesi ch’ esso m- 
nisce , allorché x=o , z diviene anche uullo f 
e si avrà 

Ot=C , 



O da? 



dunque sarà 



. diI.QftI.0 wvsobalb 

277, A questa formula si può rapportafcf 
ijuest* altra 



y '* àx 

. ♦ 

infatti dividendo per a’ i due termini dell^ 
frazione , essa potrà scrivÉ|i così 

/xif- 

/— =-/-A^= 

i jc’ r» / X 

'' ' + 

e come questo integrale è formato riguardo ad 

come le è riguardo ad x i 

a * aj i+x^ ^ 

si avrà 






Sia je=Brt=sen.vers.Bé: La somma del co- 
seno e del seno verso di un arco essendo i ^ 
si avrà 



a?-fcosjs=i , cioè x=v — cosa 

e differenziando , si --avrà 

do;=dzsenz , 

da cui si ha 



(«) 



àz=z 



da: 

senz 



• • ('•) 
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INTEGHA2I0KK PEK MEZZO W AHCHI Di CERCHIO tQ 

pr si ha 

^nz=y I — cos’a=K’ (i-^oizXi+cosiJ. • . (p) 

ciò posto dall’ equazione j:-f-cos 2 =i , si ha 
*“ jr=cosz, e perciò — aa:=:acosE; sommaDdo 
questa equazione membro a membro coll’ al- 
tra (n) , sarà a — ^ ci-|-cose : sostituendo inf 
(p) i valori di 1-5-cosz, e di i-j-cosz, sarà • 

ieoz=y ; 

sostituendo questo valore di senz in (/) , sari 
dz ~ 

y x(a — x) IX — X' ’ 



e perciò integrando sarà 




dx 

2.X X’ 



:&=arc.(jeno iferso=x). 



Noi non vi aggiungiamo costante , percbi' 
supponendo che 1 ’ integrale svanisca , quando 
X è nullo , z è ancora nullo< 

Allorché si vnpl avere il valore delF 
integrale corrispondente ad un determinato 
valore di x , si opera come nel seguente c- 
senipio^ 

Supponiamo che si domanda 1' integrale dì 
dx 

- '_V ' , allorché x— 7 ; in tal caso il raggio essendot 

1 , la tangente sarà 7 ; e come le tavole de' 
seni sono, cosirniie col raggio io'”, la tangente 
rélativamentc a questo raggio sarà io‘° volte 
maggiore ; e perciò questa tangente sarà 7 . 10 '®^ 



«6 \ ‘ ■ Calcolò ìhtegr&le- 

(impcrclocchè essendo le linee trigononaetricTié 
di uno stesso arco proporzionali a’ differenti- 
taggi co’ quali tali archi sono descritti, sarà 
•I ; io‘^=7 : 7-iò'“ ; sicché la tangente 7 ri- 
spetto al maggio 1 , diviene 7.10*® rispetto al 
raggio io‘°). 

il logaritmo - della tangente tabulare aTrà 
dunque .per espressione 

• % 

io-l-log7=io-+’0, 845098=10, 845098. 

Cercando questo logaritmo nelle tavole de’ se- 
ni , si vedrà eh’ esso corrisponde ad un arco di 

90®, 96', divisione decimale^ ‘ 

0 di ■ ’ 

81® 62', divisione sessagesimale^ 

Per trovare il valore numerico di questo 
arco, nell’ipotesi del raggio i, rimarcheremo^ 
che la circonferenza ò eguale a 6, a 85 ; per 
conseguenza avrenvo 

400® : 90" 96 '= 6,283 ; arco cercatoci ,42, 

36 o" ; 8 i°, 52'=6,285 : arco cercalo =i, 4 ** 

Dell* integrczione peP parti. 

279. Prendendo il differenziale di un pro- 
dotto di due variabili , secondo il metodo *rh- - . 
dicalo nell’ art. 14 , si trova 

duv=uv-~/vdu : ’ 

‘ A questa formola si rapportano i differenziali; ’ 
che si debbono integrare .per parli. 
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180. Per eseaapjo , se spignorasse P integrale 
di j:™dx , si farebbe x“_a, do=dv , a si 
vrebbe 

-rr/x • dx=yc“+‘^^ 

* «' 4 * ‘ 

4 -i unendo i Ettori di faf^àx , sarà ’ j 
(m -j- i]y2c“dx=«®+' ; ^ 

^ perciò sarà ‘ 

•' /»+ 1 ^ 

181 . Sia ancora ydxlog.r ; 
si farà 

logj::=« , dx=dv.’ 



e. si a?rà' 

/dxlogx-xlogx--^x. ^=xlogx-/dx 
=xlogx— X +C=(logx— I )x+ C . 

482. Per ultimo esempio , cercbianio d’ inW 
iegrare 

. ■ dxj^a’—x' i 
facendo 

y~ ^—jc^=ù y e Ax=du , 
si troverà primieramente 

a ‘ 
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Andiamo a trovare un altro valore di 

a tal "Oggetto ,"-si moltiplicherà questa .ultima 
espressane per 

\ ‘ VH^'x' 

si avrà T equazione identica , 

^ a'àx x'dx 

/dxr j / ' ■ 

e facendo la prima delle integrazioni indicate 
nel secondo membro , si otterrà 

^ 'y**nT* * 

/dxrSw-.=«-.rc.(sen=-)-^=^ 

sommando* questa equazione coll’ altra ( 9 ) , si 
troverà 

a/d +a’ar c. ^sen=^ ^ V 

quindi sarà ' 

X 

• JdxV «’ — X’— y a’ — X’ 



-f^a'arc.^sen = 

Si vede' da questi esempli , che allorché si 
Ila* un’ espressione 'della forma Jvàu , 1’ inte- 

grazione per parti' fa dipendere questo ime- 



ÌNTfiQlU2l0jlK VÉft tEKIlE 

graie da quello di Ju^k> , e che', per couse- 
guenza questo metodo d* ialégrazione non è* 
applicabile a tutt’i casi. 

' i' * ' • ^ . 

' DelH integrazióne per seriet f 

a83. Sia Xda? un differenziale nel Iquaìe 
X rappresenta una funzione di x; sc/X-'si* 
svilupperà in una serie • / 

Ax* -j-Bx4-j-Ca:>-|-D*c^-|-Ej:* -^c. ' • 

ordinata per rapporto agli esponenti «, 0, y ee.» 
si avrà 

/Xdx=^(Ax* 4«c.)dar 

Ax*'\'** Cx"^ ■+•' Ex'4-' 

«+I+ 



-J-ec.-l-Ci 



i/x 



aSA. Prendiamo per esempio , eh’ è il 

a+jc - 

differenziale di Iog(a+a:) : questa frazione si 
scriverà così 

I 

. dar: ciò posto si troverà primieramente lo 



(») Se imo degli esponenti * ■, 0 y ec. fosse 
‘ — ■! , il termine y che ne sarebbe ajjeiio y s’in~ 
tegivrebbe per mezzo de’ logaiitmi. . . . . 

4 



CÀLCOLO IKTEcnÀLX 



sviluppo di ■ , ciocchi; si otterrà per mezzo 

a-{-x 

/ 

della divisione; ma senza fare questa operazione^ 
In sv^ppo richiesto può dedursi da una for- 
muia Incile a tenersi a memoria; e questa è 



1. — z 



=:VfZ"fz*+z’-|-Z^-|-ec (*o)* 



Infatti là frazione — — può scriversi nel se- 
a-{-x ^ 

guente modo 



. ■ (-f) ' 



allora , per ottenere Io sviluppo di — — , bar- 

I ^ 

1 + 

a 

slerà cambiare z in nella formola (io) , 

M, 



(*) Questa forinola .essendo stata trovata 
per mezzo della divisione , potrebbe credersi , 
che sarebbe meglio dividere da principio i per 
rt-px ; ma bisogna osservare che quando la 
f annoia proposta è impressa nella memoria , è 
meno lungo dedurne diversi sviluppi » che di 
ricominciare il calcolo in ogni volta. 
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iktecrìzioite per $tmt 



e si avrà 

I 






X 



X' 



x~' 5 " 

“ / 

dunque sarà • j 

f i+— -Lec^' 

^ \ aj a-^x a a>V ^ 

e perciò ‘ 




-)-ec. 




ed integrando ogni termine in particolare si 
otterrà • 






X’ 



dar jc ’x' 

“+*a^~a~ a«’ -fec.+C . . . (ii). 



ed osservando , che il primo membro di que- 
st' equazione è un differenziale logaritmo (art. 
»77 ) , si avrà 



log(a+or)=~ 



X' x^ 
2 a^ 3 a' 



' > 
— ec,+C . - 



(la) 



Per determinare la costante , rimarclieremo che 
allorché è ar=o , questa equazione riducesi a 
log< 5 r=o^C ; sostituendo questo valore di C 
r rqiiazione (iz) diverrà 



‘•l* 






CiLCOLO ÌNTIGRALE 



JC 



Jog(a+;r)=loga+^— -ec. ’(*) 



Osservisi che deterviinando così la co- 
stante\ essa non viene più riguardata come ar^ 
bitraria \ poicchè facendo x=0 neU? equazio- 
ne (la), la costante è necessariamente eguale 
al logaritmo di a. Questa costante ha preso 
un valore determimUo , allorché abbiamo so- 



fiituko /og(a-fx) 




infoiti r equazioni 



dx , 

ne (i x) ci mostra che e 



in generale 



il 



X' 



differendole di G+ — — ^^-fcc. ; or la se 



rie /cga-j-' 



X* 



^-j-ec., eh’ è lo sviluppo di 



^0^09+*)» c un caso particolare della serie pre- 
cedente •, ed è quello y in cui è Ck=logs. Per- 

/*dx . , 

ciò quando in luogo di ¥ si e messo 

^og(a-fx) è com^ , se tra tutte le serie ^ 

‘ . . r il 

che sono integrale rft • , si fosse prcsceud 
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IÌTTB»>i2tOBK 

» 85 . Per secondo esempio^ cerchiando d’in- 
tegrare per mezzo -deile serie 1’ espressione 

* d^ , ^ _ 

— scrivendo' questo differenziale cosi 

• *1 

. dx , si tratta di trovare lo sviluppa 

I . • 

di . A tale oggetto paragonando questa 

1 , ' 

espressione ad sarà 2=— x* ; e sostituen- 

do questo valore nell’ equazione (io) , si avrà 



i+x 
dunque sarà 



=1 — x’-f-x^ — x*-}-ec. . . . (t 3 ); 









X* x‘ X’ 



cioè (art. 176) ■' / . 



■ ,t 

t' 



> * - 






quella , nella quale la costante è ' /oga. V . 

Questa ossewazione può applicarsi alle altre 
espressioni , che anderemo ad integrare per 
mezzo delle sene. . . 
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•i'c(ung==:x>=x — -^+ -~+ec.+C. , .(i4) 

< Quando è orso , 1 * arco divenendo nullo , 
anche 1 ’ equazione (i 4 ) diverrà o=o-|-C; per- 
ciò non vi sarà costante da aggiungere aila 
serie (i4)* 

286. Se la tan gente è maggiore di 1 , i 
termini di (questa serie, andando crescendo, 
noti si potrà avere un valore dell’ arco prossi- 
mo al vero; in questo caso, per avere una serie 

1 • . 

convergente, si farà nell’ equazione 

ciocché la cambierà ia 












+ec. ; 



moltiplicando i due termini del primo mem- 
bro per a:’, sarà 

1 i I 






=1 









■ TT +ec. ; 



X' 



dividendo per x'^ si avrà 

i 1 1 1 1 

X* ór* jc* "T" or* ■' 

sicché sarà 

y '^dx /V* I 1 X 

(“) Si arriverehhe alla stessa serie di\ 
rettamente^ dividendo 1 per x’-f-i. 
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e facendo i’ integrazione indicala , sarà 



arc(tang— ^)=— — d^c.r|-C. . .(i5) 

Per trovare il valore del'a costante , non fa- 
remo j 7 =o , perchè allora i termini del se- 
condo membro dall’ equazione (i5) diverreb- 
bero inhniti ; ma facendo Jc=co , 1 ’ espressio- 
ne arc(tang=a:) sarà' eguale al quarto della 
circonferenza , e T equazione (i5) diver- 
rà i circonf=o-^C ; e rappresentando con 

il quarto della circonferenza, l’ equazione (i5) 
pi darà ' 

arc(tang^)=ÌT-^-f5y-5p+ec. 

a 87 .'^Per integrare per.tnezzo delle serie 
' ’ * Ax * 



' — * 

svilupperà (i—x) ^ per mezzo della for- 
inola del binomio nel modo seguente: si cab- 
polerauno primietamente i coefficienti dello 



sviluppo di (i — nell’ ipotesi di Tra- 
scrivendo per formare questi coefficienti 

V 

m — I m — a " m — 5 i . 



e cambiando in m in , 

2 



quest’ espressioni di- 



verranno 



CALCOLO ISTKUXAU 



,a 



_3 

4 ’ 



5_ 

6 ’ 



ec. 



Moltiplicando successivamente — , per , 

5 a 4 

Fr — ^ ec. , SI formeranno ,i coefficienti, die 

sì metteranno in luogo di A, di B, di C, ec^ 
in questa equazione 



(i — a =1- 
cioccliè darà 



-Ao-’+Bx^ — Cx®+ec. ; 



T 3 



1 3 5 



r i—jc^ a * 4 * 4 ° . 

ed integrando , si avrà 

y '»dx /"i i3 i35 \ 

p==(^ 



Cioè 



arc(sen=x}=% 

1 x’ 1 3 x’ 1 5 5 X’ 



non vi aggiungiamo coslanle , percliè , allor- 
diì: x=o , P arco, il cui seno ex, svanisce. 

** a88. Vi sono de’ casi, ne’ quali, per de- 
terminare il valore della costante, non si può 
fare nè x=o , nè a— . 



d: 






INTBCSAZIOJfE PER «Ctt>E 97 

Sia , per esempio j 

d.r: L ’ / * * 

1 - > (Le 



ponendo 
« facendo 
si trora 



X y x' J 



VI — i m — 1 

^ » 5" ' ■ > 



!«=; — 



I 5 5 

r" a » ~ “ r ’ 

d’ onde si concUiude , come nell’ art, 9 ,Bj» 

da: 



r 



X‘—l 



da?/* li I 3 I I 5 5 I \ 

=? V+iP+à'-4^i+;'4 gT*+“7 ' 

ed integrando , sarà 



A 



Ax 



li i 5 i i 55 i 

=dogar — - — 7*«; — 7*T?-2— 5— ecc. , 

® a -xx a 4 ^00* a 4 o bx 

d’ alUonde si ha 
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Iog(x+^X^-l)= 

1 I 1 3 1 55 I 



Per determinare la costante , non polri far- 
sì 0=00 , perchè allora logo: diverrebbe infi* 
nilo; neppure si potrà fare or=o , perché i * 

termini logx, — ;ecc. diverrebbero infiniti: 
a ao7 , * 

ma se si suppone x=i , 1’ equazione (17) di- 
terrà 

1 i 1 5 1 I 3 5 I 

ciocche da ' ■ 



Il 1 O 1 1^31 

4+I'4 6 6+®“-" 



289. La forinola (16) può servire a trova-? 
re uu valore della circonferenza prossima al 
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fero; polche iFacenclo j:=~» essa rlducesi a 

I. iiii i3ii 

•rc(scn=j;é=;;+Jg--+j.;^-5-- 

■■ I 3 5 I 1 

+J'4-g-7ir-Hcc - 

óra il seno il cui valflè è- , essendo eguale 

alla metà del lato deircsagono regolare, come 

3 uesio seno corrisponde alla duodecima parte 
ella circonferenza, perciò avremo. 

circonf 1111 i3ii i35ii 
12 3a'‘"^a 4 ^ a* 4 ® 7 a’ ^ 

e perciò sarà. 

( 1111 I ^ I I- 

f 1 3 5 1 I \ 

+~' 7*^ *r‘“T+ecc. I: 

* a 4 o ■ 7 J 

se si prendono i dieci primi termini della se- 
rie precedente , si avrà 

0 , 53359877: 

dunque sarà 

^circonf=6(o , 52359877)=3, i 4 i 59 * 62 ,' 



II 
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So 



CALCOLO tNTtGRALK 



valore, nel quale l’errore non si porta die, 
suiP ultima cifra decimale, 

ago. Abbiamo trovalo , (art. 294) 1 

OC oc* oc^ 

log(fl+a:)=:loga+-— -ecc.; 

Questa serie essendo poca convergente , fac- 
ciamo x=r—Xy si avrà 

OC oc* oc^ 

log(a-ar)=loga-^— r-g^recc. . 

Togliendo questa dall’ equazione precedente , 
si avrà 

' ^ OC oc^ oc^ » 

Iog(a 4 J?)- 1 o 8 (^T *^/=2 r ■« 

a-\x / X . x^ \ 

291. Per determinare , per esempio il lo- 
garitmo di 2, per mezzo di questa formolo si 
supporrà 

a-\-x a ' 



e perciò 
sicché 'sarà 



a~x 1’ 

a-\^xr=z , a—x=i ; 



3 i X I X'- \ 

a=.-.x=.—s 

a’ i’« o’rt’ 9 

sostituendo si avrà 

. /i i 1 I I \ 

lcg•a=;^^5^3■-+5•^3+fcc.^ 
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Lìmitandòci a’ dieci primi termini di questa 
serie ridotta in decimali , si determinerà il 
valore del logaritmo di 2 ; triplicando questo- 
logaritmo, si avrà quello di 2^ , o di 8. D’al- 
tronde se per mezzo della stessa formola (18) 

si calcoli il logaritmo di , e questo loga- 
ritmo si unisca a quello di 8 , si avrà il 
10 ' 

logaritmo di • 8=lo|^io Si vede subito che. 



seguitando sempre nello stesso modo , la for- 
moia (18) darebbe il logaritmo di ogni altro 
numero ; bisogna però osservare che questi 
logaritmi sono Neperiani. Per dedurne i lo- 
garitmi tabulari , ss rappresentiamo con L« 
il logaritmo tabulare di un numero a, avre- 
mo 0=10^“ ; prendendo i logaritmi neperiani, 
questa equazione ci darà 



e perciò 



loga=logio^“=LaIogio , 



Lazz 



logrt 
logro ’ 



cioè il logaritmo tabulare di un numero è c- 
guale al logaritmo Neperiano di questo stesso 
numero diviso pel logaritmo Neperiano di 10. 

** a9i* Si è trovala una serie a^che più 
convergente di quella che ci da la formola 
(18) , per determinare un logaritmo. Ecco in 
qual modo essa può dedursi da questa formula* 
Dividendo a-fo: per a—x , si trova 




3» 



CALCOLO IKTBCRILK 

fl+Or* IX 

= 1 + — ~ ; 
a—x a—x 



ax 



éì 



ràp presentiamo la frazione per mezzo 

Cl“ ’^tJC 

^ ■ y * 

-j- , si avrà T equazione 

a-fx V z-^v 

a — X z “ z ’ 

é moltipUcando per a — x , ne verrà 

av VX 

a-fx:=a — x-\- — ; 

z z 

portando tutte le x al primo membro f si avrà 

VX av 
ax-{- -j- = ; 

raollipKcando per z , si trova 
' 2 xz-i-vx==av ; 

e perciò 

X V 

a az-ft» ’ 

àosiituendo nella formola (i8) i valori di 

ei^x 



di 



X 



a 



' , SI avra 



a — X 

ì ■ f ^ I \ 

z \^zz-i-»»‘^5( 2 Z-h') ^■^‘5(az+t;)* J » 

èd infine " 



]og(r-f<^) = 



r= logz 4-t) +ec ^ ‘ 

\.az4i.^ 3C2Z-h')’^5(az+i<)* * 
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Metodo deldi eraziohi racionali 3X 

e flnaiinente 

log(2-{ v) = 




5 ( ^ *^5 ( az-j-v') * 




Per esempio , per avere il lògaritmo di a , si 
fara v=i , z=i , e perciò iogz=o: sostiluendo 
questi valori nella forinola precedente , si ot- 
terrà 




Bisogna dividerò questo logaritmo pel loga- 
ritmo Neperiano di ro, (art. 291), per avere 
il logaritmo tabulare di a. - '• 



Del metodo dèlie frazioni razionali. 

293. Proponiamoci d’integrare l’ espressione 

P.r“ 4 - 0 -^“""‘ . • • -1-Rx-t-S 
P'x“+0'x“-‘ . . . * 

nella quale il moltiplicatore di djc è una fra- 
zione razionale : egli è chiaro , che nella e- 
spressione data può sempre supporsi che ri 
sorpassi m ; poicchè se ciò nón avesse luogo', 
•l’integrazione potrebbe esser ridotta a quella di 
un differenziale della stessa forma, nel quale lar 
potenza più elevata di x nel denominatore sor- 
passasse la potenza più alta di x nel numera- 
tore: Per ciò ottenere, basterebbe di fare la 
divisione , come nell’ esempio seguente. Sia 



34 



' CALCOLO IKTECRALB 

Px’ + Qx’ 4- R^-|- S 



Q'x’-j-K'x-J-t»' * 

dividendo prima di tutto i termini di qncsta 
fraiione per Q', si avrà 

P Q R S 

'V** _L_ m ^ nn t- Il ■ ■ 

O' 



-qTJc + TP 



R' S' 
^’+ Q/ f + Q' 



Facciamo 

POR S R^ 

— T>/i. c»,f: 7^///. Z— .Q/// 

»qF=V i Q.--^ ’0'“^ ‘ 



Q/-‘ »Q, 

avremo 



P"x»-(-Q"x*+R»x+S" 



x'+R'"x+S'" 

Si farà indi la divisione nella seguente ma- 
niera 



x’+R»'x+S'" 

-P»x’-R"'P"x*-P”S'"x P"x+ M 



1 .® r^«^ftto(Q''-R'''P")x’4-(R»-P"S"')x+S'"; 

Rappresentiamo con M ed N i coefficienti di 
X*, e di X ; 

il primo residuo diverrà Mx’+Nx-|-S" 
prosieguo della divisione — Mx’— MR'"x— MS'" 
secondo residuo (N— MR'")x-|-S"— MS"^ 

quest’ ultimo può rappresentarsi con Kx-f-L , 
ed allora si ha 

Px’-j-Q'^^’+R'^+S , 

Q'x’+R'x+S' 



I 
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=(P"o:+M)<l-r 



(Kx-)-L)(!x 
x’-f fì"x-j-S'" 



ed integrando si ha 




Px’ + Qx’-I-Rx+S ^ 
Qx’-fR'x-l-S' 



P"x* 



•-f-Mx-j- 









in tal modo la ^uistione riducesi ad integrare 

(Kx-fL)dx • . : 

x’+R'"x+S'" • 

294* Da ciocche precede risulta che , qua- 
lunque sia la frazione razionale, die si prende 
ad esame , la sua integrazione può essere 
sempre ridotta f nel caso più generale , a 
quella di 



Px"-’--fQx"-- -fRx-hS' 

"P'xHQ'x"- .... -t-R'x-j-S' ■ 

Riguardando il denominatore di questa fra- 
zione , come il prodotto di un numero « di 
fattori della forma (x— a) , (x-b) ^ (x— c) ec., 
questi fattori potranno essere reali , o imagi- 
narii , eguali , o diseguali. 

Per cominciare dal caso più semplice , li 
supporremo reali e disegnali , ed allora si u- 
sera il seguente metodo, che svilupperemo con 
degli esempli. 

agS. Primieramente cerchiamo d’ integrare 




M 

ad or 
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decomponendo il denominatore ne* 



oT — à' 
suoi fattori , si scriverà 
f” ad.r 



adj? 



c si supporrà 
aàx 



-W {x-a){x-{-ay 



{x — a)(ar+a) 



/A B \ 

~ \x—a + x-i-a • • (* 9 )‘ 

A e B sono due costanti , che si tratta di 
determinare. A tal oggetto , riducendo il se- 
condo membro allo stesso denominatore , si 
otterrà 

aàx (Ax-|-Aa+Bj: — Ba)da: 



{x — a)(x-\-a) 



(^x — a)(jc+a) 



sopprimendo il divisore comune (or— a)(a:-j-a), 
el comun fattore dx, resterà 

a=Aj:-l-Aa+B«af — Ba . . . (ao), 

ed ordinando per rapporto ad jr , si avrà 

. (A+B)jr-f-(A — B — i)a=o : 

avendo x un valore determinato , come (*) 
il differenziale proposto lo suppone, questa e- 
quazione ha luogo , qualunque sia il valore 
di X ; laonde y a norma del metodo de’ coef- 



(*) Infatti ta caratteristica d , che precede 
y, ìndica che x si considera come variabile. 
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ficienti indeterminati , si eguaglieranno sepa- 
ratamente a zero i coefficienti delle differenti 
potenze di x; Oy che vai lo stesso, si egua- 
glieranno tra loro i termini , che nell' equa- 
zione (zo) contengono la stessa potenza di x, 
e si avrà 

A-j-B=o , A — B — 1=0 : 
quest’ equazioni danno 

A = -, B=— 
a 2 

sostituendo questi valori nell’equazione ( 19 )) 
si avrà 

I 1 

/ * adx ^ aclx ì^dx 

x'—a'~J x—a~J x+a’ 

ed integrando i termini del secondo membro, 
si troverà 

y '*adx I, , ^ 1, , ^ _ 

= - Iog(x— rt) — -log(x+«)-+C, 

e perciò 

1 ? - 

y '*adx I , x^a /x — a \a 

Per secondo esempio , prendiamo 1® frazione 



d'x — X" 



*dx : i fattori del denominatore sono 



X, ed a' — X’ , e come a’ — x' si decompone 
in {a — x)(a-j-x) , i fattori semplici del deno- 
minatore sono X , a — x , ed a-j-x ; dunque 
1’ espressione che dee integrarsi è 
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a'-\-bx' 

(iJ? ; 



Quindi si farà 



x(a—x){a-^x) 



_____ _ A 

rlducendo queste frazioni allo stesso denonii-r 
Datore , ne verrà 

a^-\-hx' A a^‘—^ .r’^Brt.r+'BxHCa.y— 

x{a^x){(i-i^x) 

eguagliando tra loro i coefilcieiiti delle stesse 
potenze di a; , si avrà 

B—A—C=ò , Ba+Ca=o, Aa'==a\ 

y ultima di queste equazioni ci ^ A=rt , 
ciocché riduce la prima a B—Qt—cvrh ; 
sta equazione couthinata colla seconda j da 

a-\-b _ «+^ 



B 






(21) X 






C= 



mettendo i valori di A, 4 ‘ P> e di C neU*e-» 
quazione (21) , si trova 



q}-)rhx' , ai\x , a + i 

■■7 T — T- V 

a^;x>-x X %{a—3Q) 

picchè integrando , sarà 



dx— 



a-\b 



3(rt+ ;c) 



■ilx 1 



/-■ 



a?”\bx^ , , («+ ^), 

rdx=alogj: — 'log(^ — 

a^x—x' “ a ° 



a+b 



(») Per prendere t hUegndc di 
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(a+b , 

— ; — log(£rrj:)T C = 

(a-\-b) , , ... ,1 

:=a\o»x — [log(a— j?) +log(a+or)J+ C= 

r=a\.ogx—- — ;; — ^log(a— a:)(a +a:) +C= ' 



=aìog 



'X- 



a 

(a+b) 



log(a’— .:c’) +C=5 



«Ioga:— (a +i).“log(a’— j:’) +C= . . 

salogo:— (rt +^)log|^a“— x’ +C 

Zx — 5 

agb. Per terzo esempio, sia' — i — do: 

Come in primo luogo si tratta di decom- 
porre il denominatore in fattori di primo 
grado , osserveremo , che se si ha un’ equa- 
zione j:’— 6a:+8, la quale sia soddisfatta (k* 



come il differenziale di a — x è — da, bisogna 
scrivere 

• — (a+h) dx 

a * a — X ’ 

€ si vede che V integrale è 
(a+b) 

r- — /og(a— x)+C. 

Li. »... 
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raion x—a^ q j:= 4> ** potrà conchiudere eh’ 
essa equivale al prodotto ( 4 ^— a)(jr— 4)=o. Or 
facendo la moltiplicazione , si vede che qua- 
lunque valore diasi ad t il prodotto sarà 
sempre x’—6x +8 ; sicché sarà 

(^x — a)(jr — l^y-x' — 6x1"8 : 

Perciò qualunque sia il Valore del polino- 
mio jr’— 6 jH" 8, esso può decomporsi in fattori, 
come se fosse eguale a zero. 

Sapendo dunque , che le radici dell’ equazio- 
, pe x'—^x +8=q sono a , e 4» ”oi scriveremo’ 

. 3j:— 5 , Adx , Bdjc ^ ^ 

• • • r • (22) ; 

e sopprimendo il fratto re comune da: , ciocché 
faremo sempre in avvenire , si troverà , 4op<* 
di aver ridotto allo stesso denominatore, 

3o*— 5 Ao:— 4 A+ Bar— aB ; 

x’-rdx +8“ a:’— 6o:+8 ^ 

eguagliando tra loro i coefficienti delle stesse 
potenze di x , si otterranno queste equazioni 
di condizione 

— 5^— 4A— aB , 3=A+B , 
dalle quali se ne tira 

jmettcndo questi valori nell’ equazione ,(22) , 
si troverà 

/ ■» 5x— 5 1 /»dx ,7 /*d.r 
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497 . Prendiamo ancora per esempio" 

X^3C » V • 

f —, T* eguagliando a ^ero il denomina^ 

jtore, e risolvendo l’equazione, si ha 

=(ar|-aa+^ — y~ l[a' +6’) ; 

Per rendere le cose più semplici , rappresen«. 
r fiamo quest’ ultimo prodotto con 

(orfKX^L): 

allora supporremo 

X A B 

x'-\- l^x—b' jrfK jrl-L' 

jriducendo il secondo membro allo stesso de-* 

nominatore , troveremo 

^ AjrbAL+BjrbBK , 

^ q-, .» 

x^-^- liax—b'" x‘"\' liax—b" 

1 

d’oitde si tira 

AL+BK=o, A+B=i; 

sicchb sarà 

K ^ L . = 

A — ‘77 t" i B— . 1/ ti 



K-.L’ 



a pereto 
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198 In generale sia 

P.r™“=+Q.r™~’. . . +RarfS 

x“+Q'x“^' . . .+R';r+S' 



un fratto razionale , nel qu ale siensl supposti 
ineguali i fattori di primo grado del denomi- 
natore: primieramente si scioglierà 1’ equa- 
zione 

a:™+Q'a^' . . .+R'jH“S‘=o ; 
cd avendo trovalo di’ essa è il prodotto de* 
Ettori x—a , x—b , x^c , ccc. , si porrà 

Px™~‘+ . . . +Rx+S 

. . . +R'x+S* . 




Riducendo allo stessso denominatore il secon- 
do membro di questa equazione , ogni termi- 
ne del numeratore di una di queste frazioni 
dovrà essere moltiplicato pel prodotto dei de- 
nominatori degli altri , cioè per un polino- 
nio , in cui x ha per esponente ni— 1 ; sicché 
il secondo membro di questa equazione sarà 
un polimoniq composto di m termini. Segue 
da ciò, che se si egnngliauo tra loro i coef- 
Rcicnti delle stesse potenze di .r , si avranno 
m equazioni di contlizione per determinare i. 
coefticicnti A , B, C cec. Noti questi coef- 
iìcienti , non resta che ad integrare una se- 
rie di termini della forma 
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Ado: Bdx 

• « • ' 'CCC« 1 

X— a’ pc—b 






sìccliè P integrale cercato sarà 

Alog(a:— rt)-{- Blog(.r-^) + ecc, + C 

Il metodo che abbiamo seguito, quan» 
do le radici del denominatore sono disegnali, 
non può adoprarsi , se tra esse , che sup-» 
porremo sempre reali , ve ne sono dell’ c* 
guali. Infatti abbiamo veduto, che nell’ ipotesi 
delle radici diseguali , si potevi scrìvere 

Pj:* - f Qx* -|- B J?’ T 
(x—a)(x—b)(^x—c)(x—d){x—e) 

_ A — — E 

~ x—a x—b x—c~^ Jc—d'^x—e* 

se molte di queste radici fossero eguali, come 
se per esempio si avesse a=b=zc , 1’ equazione 
precedente diverrebbe 

Px^ + ^’-cc. A+B+C I> E 
(ic—ay{x—d){pc—ey~' x—a ^ x—d~^ x— e' 



in tal caso , riducendo il secondo membro al^ 
lo stesso denominatore , ed A+B + C polen-< 
do esser considerati come una sola costan^ 
te A' , si vede che le tre costanti A',D, ed E 
non potrebbero bastare per stabilire le cinque 
equazioni di condizione , che debbono otte*! 
nersi dall’ eguagliare tra loro i coefficienti 
delle medesime potenze di x, 

3oo Per evitare questo inconveniente, cer^ 
chiatno di decomporre la frazione 
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Px'^-fQx^+ecc 

{x—a)\x—d){x--e) 



in un altro insieme di frazioni , le quali ri- 
dotte allo stesso denominatore^ possono ripro- 
durla. 

Supponiamo dunque 

Px* -f Qx’ + ecc , A+ Bx+ Cx' 

(x— £t)’(x-f-<i^)(j?— e)~“ {pc — a)* 



In questo modo , riducendo il secondo mem- 
bro di questa equazione allo stesso denomi- 
natore f avremo un polinomio in x di quarto 
grado, che racchiuderà le cinque costanti ar- 
bitrarie; ciocche basterà per stabilire l’iden- 
tità de’ termini affetti dalla stessa potenza 
di X. Vado ora a dimostrare che il termine 



A-f-Bx-|-Cx’ 
(x— a)’ 

possa mettersi sotto la forma 



... . + - • 

(x — ay (x — ay (x — a)’ 

A', B', C', sono costanti indeterminate. Per di- 
muslravlo sìa 



si ha 



• x-^tt=z ; ’ 

X— «+ z ; 
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metodo delle nkzlom razionali 



perciò sarà 

A+ BoH" Co:’ A+ Ba+ Ca’+B2+2Caz+Cz* 

(j; — a)^ ~~ 

A+ Ba+ Ca* , B+»Ca _ C 
^ -i I ili 

Ài ^ 



nielfendo in questa equazione il ralore di z, 
si avrà 



A+Bj:-|-Ca?’ 
(x — ay 



A-j-But-|~Ca’ ^ B~t~2Ca C 

{ x — af ^ { x — ày '^ X — a 



t 



risultamento conforme alla forma adottata « 
poicchè A', B', C', sono costanti. 

Questa dimostrazione potendo applicarsi ad 
un'equazione di un grado più elevato, coh- 
chiudiamo che in genejale si può supporre 

Px™~' .... +Ra:+S 

(x—a)’^ 

A a; A" ■ A*^ 

“ (j: — a)“~^(ar — a * 



Risulta da ciocche precede, che per integrare 
r espressione 

P.r* + ec. 

(x — ’ 

Bisognerà supporre 

Px^+ec. 

(x — a) “ (x — d ){x — e) 

A _ k’ A" D E 
(x—ay ^ (x— 
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riducendo in seguito allo stesso denonain aio- 
re , si determineranno le costanti A, A', A", 
D , E col metodo che abbiamo esposto ; e 
non resterà che a trovare gl’ integrali delle 
seguenti espressioni 

E , D ^ A" A' 

■ — dx-b ' ~jOX , ■ "d/r « 7 ^ 

a— e x—d ’ x—a ’ {x^ay ’ 



ipc—a) 



•djc : 



Ee tre prime s^ integrano per mezzo de^ loga- 
ritmi ; rispetto alle altre due , come da; è il- 
differenziale di x — a racchiusa nella paren- 
tesi y supporremo (arl.270) a;— a=;z, ed avremo 

/ 'Màx /•A'dz A' A' 

(a:— «)* z* z *=3 2 ^ ^ 

/*Ada? /»Ada; 



A 

az’ 



a(x— «)*. 



sicché infine sarà 

/ * Pa;^-hQa;^-|-ec. ^ A A^ 

{x—a)\x—d){x—e) a(a;— a)’ a:=a 

+A"log(a;— a)-|-Dlog(a;— </)"t'Elog(a;— e)-l-co 5 /a 72 . 

Sol. Prendiamo, per esempio , la frazione 
aaarda; 



avremo 



{x+ay ’ 

2 ax A A' 

(a:-frt)’ " {x-\-ay x-^a’ 
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rìdncciido il' secondo membro allo stesso de- 
nominatore , e sopprimendone questo deoo- 
minatore comune , resterà 

2.ax—h.-\-S!x-\-h*a , 

dalla quale se ne dedurranno quest’ equazioni 
di condizione 



art . A', A -f- A'rt=o 

che daranno 



A'= 2 rt , A=‘ — art’ ; 

perciò sarà 

artxdrtr 2rt’dj:r 2.aàx ■ 

{x-{-ay (x+rt)’ x-j-rt * ■ ■ ) 

Per ottenere 1’ integrale , osserviamo , che 
essendo dx il differenziale di x-|-rt, possjamo 
supporre x+rt=z ; sicché sarà 



/< 



artxdx 



dz 



dz 



(x+rt)’ 



integrando la prima frazione del secondo 
membro per mezzo della regola dell’ art.aba, 
e 1’ altra per mezzo de’ logaritmi , otterremo 



' /*artxdx art’ 

e rimettendo il valore di z, si avrà 



/. 



artxdx 

(x+^ 



art’ 
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3oa. Per secondo esempio , cerchisi l’ ia-* 
tegrale di 

. x’ — ax’ — a’x-fa^ ’ 

eguagliando a zero il denominatore, si vede, 
che tutti i termini si distruggono nell’ ipotesi 
di x=a ; sicché l’equazione x’ — ax’— «’x-)-<** 
è divisibile per x — à. Facendo questa divi- 
sione , si trova x’ — a* per quoziente ; sicché 
la quantità che dee integrarsi h 

x’dx ^x’dx 

(x*— a’‘)(x— «)“(x4'<i)(x— fl)(x— a) 

x’dx 

I ' {x—ay{^x-\-ay 

Sicché supporremo 

X’ A A' B 

(x— a) ’ (x+a)~(x— «)’"^x— rt"^x -f - u * * ’ 

riducendo il secondo membra allo stesso de- 
nominatore , si ha 

X' ^A(x + o) + A'(x’ — a ’)-f B(x — a)* 

(x— fl)’(x-fa)“ (x -j- a)(x — a) ’ 

sviluppando , ed eguagliando tra loro i coef- 
ficienti delle stesse potenze di x , si hanno 
queste equazioni di condizióne 

A'-f-B^i, A — ^ 2 Bfl=o, Aa — A'a’-fBa’=o...(a5]y 

Se la prima si moltiplichi per e si u“ 
tiisca alla terza , si avrà> 
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Art+2Ba’=a’ ; 

sommando questa colla seconda dell’ equa- 
zioni (a 5 ) moltiplicata per a ; si trova ^ 

a*=iÀa^ ed A = — a; 

% 

sostituendo questo valore di A nella seconda 
dell equazione (i5) , si ha 

a per conseguenza la prima da 

A» , * ? 

^ — f= 4 - 

per mezzo de’ valori di queste costanti, T e- 
quazione (24) moltiplicata per óx , diviene 



x'dx 



adx Zdx . dar 

Na I 



4(0:— a)' a) * 4 (:e+a) 

T» • odx 

Per integrare ^ faremo x—a—z , e 

questa espressione diverrà = ^dz per 

cui il suo integrale sarà (art. 262) 
a a 



a 2Z a(x — a) 

Sicchò sarà 

y * ^*àx a 5 

+ ^^°g(^+a)-\-costante. 

4 
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5o5. Lo stesso si farà , quando nel deno- 
minatore vi sono più gruppi di radici eguali. 
Sia , per esempio 

rtd.r fldj: 

i)’ (x— i)’(j:+i)* ' 

si farà 



a 



+ 



A' 



(x l)’(x+l)’ (x 1)’ X 



+ ■ 



B 



^ + 



B' 



. • • (a6) ; 



(x+i)’ ■ x+i 

riducendd allo stesso denominatore, troveremo 

a 

(x— i):(x+i)‘ “ 



A(x+i)HAV-0(^+l)HB(x-i)HB*(jr+i)(a:-iy 
(x— i)’(x+i)’ ~ 

sopprimendo i denominatori , e sviluppando i 
numeratori , troveremo queste equazioni di 
condizione 



A'-fB'=o 

A+A'+B— B'=o 

aA— A'— aB— B'=o ’ 

A— A'+B+B'=a. 

La prima di quest* equazioni riduce la terza 
u aA— aB=o; sicché sarà A~B: la seconda, e la 
quarta sommate danno aA+iB^a: queste due 
ultime equazioni colla somma, c colla sottrazione 
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danno A = — =B: per conseguenza la quarta 

diviene B' — A'=—a: questa equazione com- 
binata colla prima dà 

A'=— ", B'=- 

4 . ^ 

Per mezzo de’ valori di queste costanti , ii 
differenziale proposto diviene 

^ r dx dx dx d x ~| 

4 L(-^— 0’ (•^+0’ ■ 

Le due prime frazioni s’ integreranno per 
mezzo delle regole degli articoli (270, e 26») 
e Je altre per mezzo de’ logaritmi , e si troverà 




+c. 

3 o 4 * Prima di esaminare il caso , nel quale 
il denominatore contiene radici imaginarie , 
facciamo qualche osservazione sopra queste 
specie di quantità : consideriamo primiera- 
mente 1’ equazione 

x’+;?x+9=o . . . (27), 

€ cerchiamo le condizioni necessarie , affinchè 
le radici di questa equazione siano imaginai 
rie ; risolvendo questa equazione si trova 




■A 
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La prima condÌLÌone necessaria , affinchè 
sia iniaginario questo valore di x, è che l’ul- 
timo termine dell’ equazione (17) sia positivo, 
poicchè se fosse negativo , 1’ eipressione — q 
che è sotto il radicale, cambierebbe di segno, 
ed in tal caso, non essendovi sotto il radica- 
le, che quantità posititje, x non potrebbe es- 
sere imaginario. Quando questa condizione 
sarà stata soddisfatta], x sarà iraaginario se q 

è maggiore di — In tal caso poicchè ^ 1 ’ ec- 



cesso di q sopra -p’ è essenzialmente positivo, 



rappresentiamolo con giacche un quadrato 
è sempre positivo : avremo dunque 




facciasi evitare le fra- 

zioni , la precedente equazione diverrà 

questi valori di p , e di ^ si sostituiscano 
nell’ equazione proposta (27) , si troverà 

«’+/3’=o . . . (28). 

Sciolta questa equazione , da 

jT= — — I . . . (29) 

Sicché le due radici saranno 
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ciocché mostra che queste radici sono dispo- 
ste per coppie, tali, che, conosciutane una, 
si rends nota anche I’ altra con cambiare so- 
lamente il segno della parte imaginaria. 

3o5. In gene ale un’ equazione può avere 
molte coppie di radici imaginarie , ed ogni 
coppia darà luogo, ad un fallore di secondo 
grado , dalla forma 

x’4-a<xx-|-»’+/3’ . . . (3o). 

3oS. Qualche volta le radici imaginarie sono 
eguali , a meno del segno , e ciò accade 
quando : in tal caso una delle radici ò 

, e r altra , e '1 fattore 

(3o^ di secondo grado riducesi a 

3oy. Per dare un esempio di una equazio- 
ne , le cui radici sono imaginarie , prendo 
1’ equazione 

Jr’ — 6rta-j-ioa’::ro ; 
risolvendola si ha 

paragonando questo valore di jc coll’ equa- 
zione (ag), si ha 

~ *:=3« , ; 

sicché 1 equazione fSo) diviene nel presente 
caso 

,i>o8. Del resto quando si ha un* equazione 
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della forma ' 

lasso , 

le cui radici sono iraaginarie , si può para- 
gonarla immediatanaente alla formola (5o) , e 
si ha a»=:4 » sicché sarà «’=4 , ed 
se da la si loglio 4, resterà /J'=8 ; e 1’ equa-r 
zione proposta può mettersi sotto la forma 

o:’+4^+4+S— ® • 

Per verità il termine 8 non è quadrato per- 
fetto ; ma in questo caso si riguarda come il 
quadrato di Vo. 

3oc). Occupiamoci ora dell' integrazione 
delle frazioni razionali, i cui numeratori, so- 
no il prodotto di fattori imaginarii , e per 
cominciare dal caso più semplice, esarainereinq 
quello , nel quale vi è, una sola coppia di 
radici imagiriarie nel prodotto che rappresenta 
il denominatore: supponiamo, per esempio , 
che dopo di aver decomposto il denominatore 
ne suoi fattori, siasi trovato 

P-j-Qx-f-Rx’-j-Sx’-l-ac. 

■ I ■ ■■ ■ . ■ ■■ I , . I 

(x — a)(x — b) (a:— 

questa frazione si porrà eguale , come si è 
fatto (art. 5oo), alla seguente serie di termini 

Ador Bdx ^ Hdor , Mjc-fN ^ 
o:-a+ x-b'"- ^ ^ , * 

ed avendo determinate le costanti A , B, . . . 
M, N col metodo impiegato al di sopra, tutti 
questi termini, menochè l’ ultimo, s’ inlegreran- 
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no per mezzo de’ logaritmi : Per riguardo 
all’ ultimo 1’ integrazione si farà nel seguente 
modo. 

Si osserverà che essendo un qua- 

drato perfetto , il termine da integrarsi , può 



scriversi cosi 



Mzc+N 



dar : 



facendo jc-f~»—z , la precedente espressione di- 
verrà • 



M-q-N— M» 



dz ; 



e chiamando P la parte costante N— M», essa 
riducesi a 

Mz-f-P 
— • 

questa frazione si decompone nelle seguenti 
Mzdz ^ Pdz 

Per integrare la prima frazione , osserveremo, 
che essendo zdz il differenziale di z’+/3’, a 
meno di un fattore costante, si può (art. 27 1) 
supporre z’-j-/J*^', ciocche darà dilfereiiziaudo 

, ir ' ' . 

a 

sostituendo questi valori in ~ , si avrà 

M “1 p 

Mdr 

■ 2^ " , il cui integrale sarà ‘ ' 
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M, M, , M 

-Iog/ = ~log(2‘ = -logKx-f 

M ' 5 - 

=^Iog(a:’4.2*a>|-**+/S.*)=Mlog(jr+a»j>f«’+/3’) 

= MIogf^ x’+a«j:-j-a’-|-/3’. 

. Pdz 

Riguardo all’ espressione — ■ , dividendo 

, ^ +P 

per /?’ i due termini , essa può mettersi sotto 
questa forma 

dz 






B z’ » 

+1 



il cui integrale è 






P / z\ N-M» / 
prc(^.ang=-^=-^arc(^lang=— ^ ; 



dunque sarà finalmente 
*.Mx+N 



y '^.Mx+N , 



+ N-^M* ✓ \ 

— ^arc^lang = -y-^ . . . 
3io. Prendiamo per esempio 
— j dx : il denomìnalore avendo 

%3C X 



. . . ( 5 i) 
la frazione 
X — i per 



fattore , troveremo 1’ altro fattore per mezzo 
della divisione , e la frazione proposta potrà 
mettersi sotto la forma 



Digilized by Google 



MXTODO DELLE FRlZlOIfl .HAZIOKiLl ' 5(J 

a-\-bx ' 

(j:— i)(x“+a;+i)‘^ ■ 

jc+x+i , essendo il prodotto di due fattori 
ima£;inarii , come può conoscersi , risolven- 
do l’equazione a?’-j-x-f-i=:o , noi faremo 

a-\-bx A Mj7-f-N 

riducendo allo stesso denominatore , ed ope- 
rando , come 1* abbiamo indicaio altra volta , 
troveremo 



A = 



n-)-3 



M=^ 






N:;: 



b — aa 



5 ' 3 ' 

in seguito decomporremo il fattore x’-d-a*-!-! 
in fattori semplici , paragonandolo all’ espres- 
sione (3o) , ciocché ci darà 

a*=i , ; 

e perciò » 

.= l,^ = V'I; . ■ 



sostituendo questi valori, e quelli di M ed N 
nell’equazione (5i) , che ci dà la seconda 
porte doli’ integrale , ed osservando che la 
prima è 

*Adx a4-b m 

= — ^^log(x IL 

c — t 5 '' 



A 



si troverà 



{a-j^bx) fi-i-b, , 

'-dx=z — ^log(x — i) 




V 
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M. M, , M 

-log/ = ~log( 2 * = -log[(x+»)*+|8*] 

M, 

=>-log(a:’+a^u^+•*•+/S.^)=Mlog(x+aJu>f«’4-/9’) 



= MIogf^ 

Pdz 

Riguardo all’ espressione — -- -; , dividendo 
, _ ^ TP 

per i due termini , essa può mettersi soUq 
questa forma 

dz 



P 

ì 






z’ 






il cui integrale è 
P Z' z\ N-M» 



P ✓ z\ I 
^arc(^.aDg=-j=- 

dunque sarà finalmente 
’Mor+N 



— arc^tang:. ^ ^ . 



: 






+ /■ j:+« \ 

— j- arci iaog = -^ J (3i) 

3io. Prendiamo per esempio la frazione 

«•f , . 

— ax : il denominatore avendo x — i per 

fattore , troveremo 1’ altro fattore per mezzo 
della divisione , e la frazione proposta potrà 
mettersi sotto la forma 
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a-{-bx ' 

{jc l )( x '+«*^+0 

1 essendo il prodotto di due fattori 
ioia«inarii , come può conoscersi , risolven- 
do r equazione , noi faremo 

A Mj?+N 

(j: — X — 

riducendo allo stesso denominatore , ed ope- 
rando , come 1’ abbiamo indicalo altra volta , 
troveremo 



A = 



~T' 



M=- 



a-\-b 



N= 



b — arr 



3 ’ 3 ' 

in seguito decomporremo il fattore x’-f-x-l-r 
in fattori semplici , paragonandolo all’ espres- 
sione (3o) , ciocche ci darà 



perciò 



7 , /3 






sostituendo questi valori, e quelli di M ed N 
nell’equazione (3t) , che ci dà la Seconda 
parte dell’ integrale , ed osservando che la 
prima c 

•Vdj: aA-b m 

■= — log(j:— 






si troverà 



• r'yciAbx)^ aA-b 
j ■-■r ::^- d.r= -^Iog(o:— 1 ) 
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aJrb ^ : 



b~a r 
•pr^nrcj tang = 



<"+'^>l+C 



Vf 



2Ì 



5ii. Allorcliù la frazione avrà fallori ima- 
gìnarii eguali nel suo denominatore , essa 
conterrà uno o più fallori di secondo grado 
della forma (j:-|-2ax-f-»’+/3’)P , secondochc essa 
racchiuderà uno o più gruppi di fattori ima-» 
ginarii eguali. Il fattore 



(.r’+2»x-fa’-f/3’)P 

corrisponderà alla seguente serie di termini 
H+Kx . lI'-fK'.r 

Il"-f-K"o: II.+K..Z- 

I ! 4.. Li — ; 

‘ ■ ■^^’+2*z'+»’+/3’ 

e dopo di aver fallo lo stesso per gli altri gruppi 
di fattori eeiiali, si dclerniincraiino le costanti 

H, K , H', li\ ir, K«' . . . . II. , K. ; cc. 

e come si è fallo innanzi. 

In seguito ogni fratto si moltiplicherà per 
dx , e non resterà che ad integrare ogni ter- 
mine separatamente , il che potrà sempre farsi, 
quando si saprà integrare il primo termine 
della serie ( 02 ) moltiplicalo per dj 2 , giacche » 
tutti gli altri sono della stessa forma. A tal 
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oggetto scriveremo questo termine nel seguen- 
te modo 

’ I onn • 



facendo x-f*=z, esso diverrà • 

H— K«-f-Kz 

e chiamando M la parte costante H — , il 
termine che dovrà integrarsi sarà 
M+Kz , 

Questa frazione può decomporsi in queste 
flue altre 

Kzdz _ Mdz 
(/3’+2^p + (/3’-1-3’)P 

per integrare la prima , come zdz è il diffe- 
renziale di z’-j-/3% a meno di un fattore co- 
stante , supporremo z’-l-/3’=/ (art. a7i) , ed, 

avremo zdz=-d^ ; sostituendo si avrà 



A 



Ì^=/-i,Kt=ÌKfr-Pdj 
> Kr~p+' 



= -K 

•i 



a i—p 

I (/3’+z’)“P+‘ > K 



+C; 



non 



i—p a 1— /? (^’-l-z’)P"" ' 

Mdz 

ci resta ad integrare, che- o piut- 

(p +2 
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tosto 

M(^’+z*)“Pdz .... (35) 

Per ottenere questo integrale , lo faremo di* 
pendere da quello di yi[^’-l-z.*)Pdz nel seguente 
"modo : 

Diminuendo di una unità 1’ esponente p è 
lo stesso che dividere per ; perciò, mol- 

tiplicando ,nel tempo stesso per la stessa quan- 
tità , si avrà 1’ equazione identica 

(^’-|-z-)Pdz=(/3’+z*)P— . (/3’+z’)dz ; 

ed eseguendo la moltiplicazione indicata nel 
secondo membro , ne verrà 

(^’+z’)Pdz=/3Y/3’-f-z’)P— dz+r^H «’)P-‘z’dz ; 

integrando , si avrà 

fi^'+zyàz 

z’dz . . . (34) 

De’ due integrali che sono nel secondo mem- 
bro di questa equazione, lasceremo il primo 
sotto il segno che 1’ indica ; e por riguardo 
al secondo, vi applichetemo l’integrazione per 
parti. A tal oggetto , moltiplicando e divi- 
dendo per 3 i’ espressione (/S’-f-z’^P~'z’dz , la 
scriveremo cosi 
2 

^(/3’+a*)P—azdz . . . (55) 

allora (^’-j-z’^P—'szdz sarà il differenziale di 
(/J’-f-z>)P 

, di sorta che 1’ espressione (55) di- 



P 
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2 df/3*+z»)P 
a p * 

paragonandola alla formola 

fudv=uv—fvdu j 

faremo 






u=z 






c troveremo 

^ P J {p a 

Sostituendo questo valore in luogo dell’ ultimo 

termine dell’ equazione (54) , e mettendo le 

costanti fuori del segno d’ integrazione, que« 

sta equazione (54), diverrà 
* 

/(/3’+z’)Pd2=/3yf/3’+z’)P-d2 
. £ f/3’-f-z’)P 1 ^ 

+ 7 —^ — 

trasportando r ultimo termine nel primo mem- 
bro , e riducendo, si troverà 

da questa equazioile se ne tira 
/(/3 ’+z>)P--dz=-^/^>+s>)p+^yr^^^^^ 

facendo p — 1= — p , e perciò p—i — p ^ si h« 
in fine 
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’+ - (^ìlpy '/tf (S6)- 

Per meizo di questa forraola , l’ integrale di 
(/3’+s’)~i*ds si farà dipendere da rm’ altro , 
nel quale il valore numerico dell’ esponente , 
invece di essere p , sarà miiio-e di una uni- 
tà. In seguito r integrale di (/ 3 ’+z*)~^P“'^dz ^ 
si farà, per mezzo della stessa forinola difen- 
dere da quello di ; e cosi in 

appresso: di sorta, che dopo ogni sòslituzione, 
l’esponente della parte integrale , diminuendo 
di una unità , non resterà piìt in ultimo Ino* 
go y che ad integrare 1 ’ espressione 



(/3’-f-z*)-dz=— 



dz 






or abbiamo veduto (art. 177 ) che l’ integrale 
di questa espressione era 




Non si cerca di far dipendere 1’ integrale di 
(/ 3 ’+ 2 ’)““dz da quello di y"(^’-}-z’)'’dz, quantità 
che riducesi a z; poicchè se nella formola (36} 
si facesse p~ \ , il termine 



■ ■ ■ 

diverrebbe iiifinito 

3ia. Risulta da questa teorica , che 1’ in- 
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tegrazione di qualunque frazione razionale no|i 
dipenda, che dalle seguenti tre sorte di formole 

.V°’+‘ /*dx - , , , , 

J. /x°’dar= ; 2i / — ; — =log(a:-|-a) ; 

m+i J x-\-u 

~ P àx 1 / -^N • 

3. / = —are I lang= — 1 : 

J « V 

ceco petebè ogni frazione razionale può esser 
, integrata algebricamente , o per mezzo de’ lo- 
garitmi , o per mezzo di archi di cerchio, o 
col concorso di questi mezzi. 

5i4* Termineremo questa teorica con un 
esempio, che comprende tutt’i casi; sia dun- 
que la frazione razionale 

RR'R" . . . SS'. . . TT'. . . ‘ 

nella quale si ha 

'Bcxx—a \ 

) fattori reali diseguali 
• • • • • * 

" S—(x—e'f'\ 

S'^^x—ffS fattori reali eguali 

* / 



^4 tlltoth IHTEGlUtr 

. SI stìpporra » » ^ 

Par”+P*:c”— A B C’" 

M%»....SS'....TT'....UU'“x-<*’^^^t oh—c . 

^ • • é * • • • • * • ^ 

E . ' E' E" 

p • p/ p« • ' 

* d < 

Gi+Hx . K+Bj: 4 

♦ • •*• • • • «1^ 

M-fNj? (jc’+a«,r4*’,4»’,'P~' 

' ■ M'+iNx 

^0-r . , P'4-Q'o: '' 

(ar’+a»„x4«„‘+/30‘i "*'(^’+2 13 ,;^^-'^^^’' 

* f 

ed avendo ridotto allo stesso denominatore , 
si proseguirà come negli esempii recati pre-« 
cedeotemeote. 



DeW iniegrazione delle funzioni irrazionali. , 

5i5. Quando in una espressione differen- 
ziale , che contiene radicali, questi passone! 
farsi svanire per mezzo di una trasformazio- 
ne , i’ integrazione dipenderà in tal caso da 
quella delle frazioni razionali. 

Possono sempre farsi svanire i radicali di 
quantità monomie : il itietodo , che s’impie- 
gherà per giugnervi , sarà lo stesso di quello, 
di cui faremo liso nel seguente esempio : 

Sia 



V x—oà , . x~—3a 

— — ^ dar, o piuttosto — ; rdor; 

■^x—V~x x~-x' 

gli esponenti franti sì ridurranno allo stesso 
denominatore ; e poicehè il denominatore co- 
mune ridotto è 6 , si supporrà ar=z* ; allora 
sì avrà 



x=z* , dar=6z'dz ; 
sostituendo questi valori ,' si troverà 

X — 5a z’ — 3a , z* — 3az‘ . 

-do:= r' 6z*dz=6 d 



X — y~ X 



’ z’ — z’ 






s’ integrerà questa espressione col metodo delle 
frazioni razionali , ed in seguito si sostituirà 
nell’ integrale il valore di z dato per x. 

3i6. Non è lo stesso , quando sotto il se” 
gno radicale vi è un polinomio intanto può 
integrarsi qualunque espressione che racchiu- 

5 
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de K A^fBx+Cx” , cioè ogni «spressione 

deiltt forma 

F(x,'K r-fB3r+Cx*)djc. 

Due casi possono accadere , secondochè il ter- 
mine Cx' sarà positivo o negativo ; se è po- 
sitivo , il radicale si scriverà cosi 

. . Fa Bx 

yC Y j;’ ; 

se questo termine è negativo , lo riguardere- 
mo come il prodotto di -l-C per — J:’, 
allora il radicale potrà mettersi sotto qu està 
forma 

VcVc- + c^— 

facciamo , per ragion di semplicità 




avremo dunque ad integrare le dne espressioni 

F(x,y^tóx-~x')dx. 
Occupiamoci priinieranienle della prima 

Essendo il nostro scopo quello di ottenere, per 
meno di una trasfonnazimie , i valori di X, 
di dar , e di y^a-\r^ + cx\ in funzione ra- 
zionale di uua nuova variabile z, supporremo 

U-F^Xi-f-X‘—Z-\-X ( ).. . ( 07)1 



(*) IL radicale potrebbe anche farsi eguale 
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poicchè elevandosi a quadrato ed i termini 
in X' distruggendosi , resterà tra z ed x un* 
equarione di primo grado, dalla quale potran- 
no tirarsi i valori di X , e di dx in funzione 
razionale di z. Sicché elevando a quadrato 
r equazione (Z7) , e sopprimendo i termini in 
•r’, si ottiene 

a-\-òx=iX2+z' . . . ( 38 ) , 
dalla quale si ha 



2 ’ — a 




per mezzo di questo valore , l’ espressione (07) 
diviene 



a-j-òx~\-x’ 




o riducendo allo stesso denominatore 



. . . : . (4o). 

‘ 0 — az 



Ci resta a determinare dx in funzione di z : 
a tal oggetto differenzieremo 1’ equazione (08)* 
ed otterremo ' 

idx=2xdz-j- azdx-f azdz , 
dalla quale tireremo 

(ò — 2z)dx=a(x-}-z)dz ; ' 



® z— X t poicchè elevando i due membri a 
quadrato , i termini in z' svanirebbero e- 
gualmentet 
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e se si elifxiina il radicale tra l’equazione (Sy)» 
e r altra (^ 4 °) > * 






(z* — Az-f a) 



-az 



sostituendo questo valore nell’ equazione pre- 
cedente , si troverà 



a(z’ — 02+ a) - 

(i-— az)dx= ; ’■ dz ; 

' b 2Z 



a(z’— éz-l-fl) 

djr= — n — • * 

{b — az)* 

317. Prendiamo per esempio 
dar 

A-f-Bor-j-Cx’ 



(40 (*)■ 



scriveremo questa espressione nel seguente modo 

dx 

a+bx+x^^ ; 

AB 

facendo — =a , e -; = è. L’ equazione ( 4 >) 

C C 

divisa per 1 ’ altra ( 4 o) ci dà ,, dopo di aver 
ridotto 



(^A) Questo valore di dx potrebbe più fa- ' 
c lì mente ottenersi , differenziando V equazio- 
ne (39)- 
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dx ads 

y' a-\-bx-^x' ^ 

dividendo l’ equazione precedente per 1’ altra 
(39; , sarà 

dj: arfz 

xy^ a-^bx-\-x' ® , 

moltiplicando i denominatori per VC, la pre- 
cedente equazione diverrà 

dx 

, xy' cy a-f z>x-f-x’ ’ 

dx liz 

•a^f^A-f-Bx-j-Cx’ (a’ — ayyc., 

espressione , che s’ integra col metodo delle 
frazioni razionali , pniccliè VC può essere ri- 
guardata come una costante ordinaria. 

3 18. Per secondo esempio , prendiamo 
dx^ m’-)-x’ : paragonando il radicale a quello 
della forinola (4^), si avrà a=m’, ^=0; so- 
stituendo questi valori nell’ equazioni (40) , e 
(40 , avremo 



y nt’-fx* = — — ; dx= — r— dz : 



az 



az 



sicché sarà 



(z’-f-m*)' 



dx/^/«’-|-x’= — — 7— T~ dz 

qz 



Dopo di aver integrata questa espressione ra- 
- zinnale, vi ci sostituirà il valore di z in x. 
519. Il metodo precedente non g.uò essere 
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ini piegato , quando Cx' è negativo ^ perché 
col metodo qui sopra adoprato , si avrebbe 

— Ca: ’=V C 'Sf ~ ^ ^a: — x’=? 

^ C 

=VCf^ a~j-àx—x^> 

Or se supponiamo 'y'^-^bx — x'=x-{-z, elevan- 
do a quadrato i due membri di questa equa- 
zione , i termini in x’ non svanirebbero , ed 
allora il valore di x espresso per z sarebbe 
irrazionale. Per procedere in questo caso, os- 
serveremo preliminarmente , che il polinomio 
^-j-^x — x’ può sempre decomporsi in fattori 
reali del primo grado. (*) Siano a , le ra- 
dici dell’ equazione x’ — bx — a=o , si avrà , 
dietro la proprietà dell’ equazioni 

x’ — bx~^a={x — »)(x — »') ; 
e perciò , cambiandosi i sogni 

«-fòx — x’— -(x-»)(x-*')=(x— »)(»'— x) ; 



(*) Per dimostrarlo ^scriveremo questo poli^ 
nomio nel seguente modo 

— (x’— bx — a) , 

ed allora troveremo i fattoti di x*< — bx — a , 
eguagliando questa espressione a zero\ si avrà 




sicché per la proprietà dell’ equazioni sarà 
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sostituendo questo valore nel radicale , sup» 
porremo 

^(x— *)>— j?)==(x— (4») 

Questa equazione elevata a quadrato dà 
(x — » ct'/z'; 
e sopprimendo il fattore comune (*• — ») , si 
avrà 



i»)z’ . . . (45) 

da cui si tira 

a'-f »3’ 



qu 



indi sarà 



X = 



X — »— 



Z’H-l ’ 

T+r 






riducendo allo stesso denominatore 
oc* — oc 

X— flc= . . . (44) : 

z’+i 



x’— bx— a 






e poicchè a rappresetiia una quantità positiva 
per ipotesi , i fattoli , che compongono questo 
prodotto non possono essere iinaginarii. Del 
resto senza sciogliete i’ equazione x’— bx— a=o 
si può conchiudere dal segno del suo ultimo 
termine {art, 3o4) , eh' essa ha le sue radici 
reali. 
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questo valore , sostituito nel secondo membra 
dell’ equazione ( 42 ) , dà 

. . . (45): 

2 -f-i 

Per riguardo a djr , basta differenziare 1’ e- 
qnaziope (44) , per averne il^valore in z , e 
si troverà 

, 2 ( a' — a) 

5ao. Applichiamo questo metodo all’ esempio 
dj7 

y' a-^bx — x' . 

divideremo I’ equazione (46) per P altra (45), 
e si avrà 



dx 



tì+6x— x’ 

Sicebb sarà 
dx 



a(*'— »)z adz 

-dz= — 



— ; 

(a'-a) z’-f-i 

s*'4- 1 






•= — 2 arc(tang=: 2 )-l-G ; 



a -j- bx—x* 

e , rimettendo il valore di z dato dall’ equa- 
zione ( 4 z) , 

dx 



A 



7^ a-\-bx—x' 

y (x-«t)(ot'— ^ 



p /, y {x x)\ 

= C — zarci tang= — 1 

V X— 9 .J 
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= C-aarc ^tang= V” • 

521 . Prendiamo ancora per esempio 

dxj^ -iax — x’ = dxj^ — x-) 

paragonando questo radicalo a quello dell’ e- 
quazione (42) , si avrà a=o #'=aa, e 1 ’ equa- 
zioni (45) e (46) diverranno 






naz 



z’-j-i 



djc = — 



l^az 

(^)* 






quest’ equazioni moltiplicate 1 ’ una per l’ altra^ 
danno 



dxy" nax — x‘ 



8 a’z’dz 

(?T7r ’ 



espressione che V integra col metodo delle 
frazioni razionali. 



Dell’ integrazione de’ differenziali binomìi. 



5 ì 2 . Abbiamo veduto che uno de’ mezzi fe- 
condissimi per integrare delle funzioni, che con- 
tengono radicali , era quello di trasformarle 
in altre funzioni razionali, per potervi appli- 
care il metodo delle funzioni razionali. 

La difficoltà consiste nel saper trovare la 
trasformazione , che conviene ad ogni caso; 
abbiamo indicata quella che conviene, quando 
i radicali sono Irinomii, ne’ quali la variabile 
, non oltrepassi il secondo grado; queste sorti di 
espressioni, essendo molto frequenti nell’ana- 
lisi , era di bisogno di far conoscere la tra- 
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sformazione adattata a renderle razionali. AI>- 
biatno ancora esposto im metodo generale , 
per rendere razionali le funzioni, che conten- 
gono solamente de’ monomii elevali a potenze 
frante; andremo oru ad esaminare , se, 
per mezzo di una trasfor-mazione , possano 
rendersi razionali 1’ espressioni binoinie elevato 
ad esponenti franti. 

5a,3. La formola generale dell’ espressioni 
binomie è 



bx'^yàx (*) 

Se p è un numero intero, questa formola s’ in- 
tegrerà per mezzo dell’ art. z6c^ ; ma quando 



p è una frazione espressa da 




avremo 



p_ 

x^~'{a-\- bx^Jiiìx . . . (4 j ) 



(*) L' espressione binomia Ax*' -|- Bx* , es- 
sendo un caso paiiicolare deir altra (Ax'^-fBx®)^ 
perciò ridurremo a questa formola i differenzia- 
li binomii : noi potremo scriverla così 
[x’-fA -f Bx®-^)]P =x‘‘P(A -H Bx*-®)P 
e facendo s — r — n , rp = m — i , essa di- 
venà 

x'"— (A-HBx")P ; 

Si è preferito il simbolo m — i piuttosto che 
m ald udrò rp , poicchè s/ facilita il così 
modo di esprimere le condizioni d' integrabi- 
lità , come vedremo. 
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Per rendere razionale questa espressione , fa- 
remo 

a bx^ = 2 <t . . . (^8) y 
o y ciocche torna allo stesso , 

.(a z ; 

perciò sarà 



(a + bx^')<ì =zP . . . (4g) 

L’ equazione ( 41 ^), differenziata, ci dà 
bnx'^~‘dx = qz’i^'dz . . . (5o); 
la stessa equazione (48), risoluta per x, ci dà 



sicché elevando i due membri di questa equa- 
zione alla potenza /» , si ha 

m 

( Sq „ a\n 

— ) • 

differenziando i due membri, mettendo le co- 
stanti fuori , e dividendo per m , si trova 

m 

a . 

x“-”da;=:— 7-1 ; — I z<i-'dz ; 

no \ b J 

sostituendo questo valore nell’ equazione (47)» 

p 

e quello di {a -f- bx^y^ dato dall’ equazione 
(4g) , si ha finalmente 
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-'1 



q /zi — a\“ ‘ , V 

~^{~r) 

m 

Questa espressione è razionale, quando ~ è 

nn numero intero positivo ; poicchè allora 
zi — a . 

— - — trovasi elevato ad una potenza intera, 

e r espressione (5 1 ) può ridursi ad un numero 
limitato di luonomii , ciascuno de’ quali può 
integrarsi col metodo dell’ articolo (z6a) , o 
m 

dell’ altro (z63). Se — è un numero intero ne- 



gativo , l’ espressione (5i) diviene parimenti 
razionale , e può integrarsi col metodo delle 
frazioni razipriali. 

oil\. Prendiamo per esempio l’ espressione 



-f bx')~dJC. 

In questo caso avremo pzai, cf=^^ % 
m — 1=5, o m =■ n — 0 .', 

Perciò la condizione d’ integrabilità vien sod» 
disfatta : Sosliuiepdo questi valori nell’ espres- 
sione (5i) , avremo ad integrare. 



ab 



-(z’— a)’z^dz -- 



2.b^ 



-dz- 



oaz^ 



ds d" 






dz ; 



sicché sarà 



Jx'^{a-\-bx' ' drc= 



5z” OrtZ* 



■h 



oa^z 

u)b 



T+C: 
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y I 

non resta che a sostituire (^a-\-bx'y alla va- 
riabile z. 

3a5. Per avere un’altra condizione d’in- 
tegrabilità , scriviamo l’espressione (47) nel 
seg Dente modo 



p 




da:; 



c d 



elevando i fattori del prodotto 




alla potenza avremo 



ar“-' 



np 

? 






~ q 



(ao:-" -hi) dxi 



or la condizione d’ integrabilità esige per la 
precedente dimostrazione la condizione 



np 

m -f- -L- 



n 



~ ad un numero intero 



o , eseguendo la divisione indicata 



m p 

■ h = ad un numero intero. 

n q 



oa6. Prendiamo per esempio 1’ espressione 
Scrivendo questa espfessionei 

cosi 
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I 

iT*~'(a + bx^y dx , 



^ *; 

/ 

si ha 

to = 5, n = 3 j p =: 1 , q ■=i. Ti % 
perciò sarà 

m p ^ 1 

n+7=?+r=* = 

1 

Sicché la formola x^~'(a-\~bx^y dx ò inte- 
grabile. In questo caso si avrà (art. 3a5) 

£ 

x^~~'{a-ybx^y dx =: x ^~'^ — j "i" » 

e riunendo gli esponenti di x, questa espres- 
sione , diverrà 

1 

x^{ax~'^ by dx . . . (5a); 

facendo ax~^^ -j- ^ = z% troveremo 

i z^—b 

{ax"-^ -f- = z , - 



a 



ossia 



( a 1 z ’ — b 

_+6^=.; , 

L* ultima di quest’ equazioni ci da 

(I 



x^ 



z^ — b' 

da cui si tira, per mezzo della differenziazione 
, ar’dx = 



az’dz 



(z^ - by 
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moltiplicando Ira loro queste due ultime equa- 
zioni , si ha 






a’z’dz 




questo valore di jc^dj:, e quello di (ax~^-\-by 
sostituiti nell’ espressione ( 52 ) , danno infine 



2_ rt’z’dz 

x\ax-^ + by òxzz— J^ZTby ’ 

espressione integrabile col metodo delle fra- 



zioni razionali. 



Delle formole di riduzione de' differenziali 
binomii. 



327.** Quando 1 ' equazione x”'~'àx{a‘\hx'^'f 
non soddisfa alle condizioni d’ integiabilità sta- 
bilite, vi ci si può applicare 1 ’ integrazione 
per parti nel seguente modo : 

Paragonando Ja formola jx^~'ò,x{a.-\-hx^',y 
al primo membro dell’ equazione 

fuàv=uv — fvàu , 

si supporrà 

{a-ybx'^'y j:™~'dx = dv; sarà v = — ; 

m 

e mettendo le costanti fuori del segno d’ in- 
tegrazione , avremo 

^ fx”'-^‘dx(a 4 - bar"/ =(a~i-ix^)P — 

rn 



So 1 



cAtcolo ii.'tegk*i.s 



pnb 



m 



fjc^(a + £>a:")P— x"— dar , 



0 , riunendo gli esponenti di x , 

x” 

Ar™— dx(a +^x"7 ={a+bx^) 

^ Ar”+"— (a + ^x"7— dx . . . (53); 

m 

d'altronde si ha 1’ equazione identica 

(a + ix")P = (a.+ bx^y-'{a + Z'x") ^ 

= a(a + ix“)r— + bx\a + ia:")?— ; 

ipnoltiplicando i due membri per ar“~'dx , si 
trova 

/ar^‘dx(a+6x")P =a/x”— dx(a+^x")^‘ 

-f ^ar'"+"— dx(rt+/^x")P— . . . (54) '• 

Per mezzó di questa equazione si può elimi- 
nare l’ ultimo termine dell’ equazione (53) ; 
poicchè se 1’ equazione (54) si moltiplica pe# 

^ , e si sommi coll’altra (55) , si troverà 
tn 

\ 

+^'^/ar”— dar(«+ ^-x“jP 

= (a -f ix")P— + EUlfx^-'dx^a + &x")P-‘; 

^ m m 



moltiplicando per m , c dividendo in seguito 
pel fattore costante del primo membro , si 
otterrà 
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or™ 

faf^* dx(a+ ia:")P = (a + ix")P 

• {m-^pn) 

4* — yx^^'dx^ + ^x")P“' . . . (55); 

Per mezzo di questa formola T integrale di 
£c™“'d^(a + ^x")P si potrà far dipendere da 
un altro , nel quale 1’ esponente p posto fuori 
delle parentesi è minore di una unità. 

Se in seguito si mette in questa fòrmula 
p — 1 in luogo di p , l’integrale di 
x™~‘dx(a 4" éx'")P““ dipenderà da quello di 
x“*~‘dx(<z -j- collo stesso metodo que- 

sto potrà farsi dipe ndere da x“*~'dx(a-)-óx“)P“* 
e cosi in seguito; di sorta che l’esponente 
della parentesi sarà successivamente p, p — 
p — a , p — 3 . . . p^n. ( Per n rappresentiamo 
il maggior numero intero contenuto in p, che 
supponesi una frazione). Se si può ottere l’in- 
tegrale di x“'“'dx(rt -f- ^x")P~", si avrà quel- 
lo , in cui l’esponente di a-j-ix“ è maggiore 
di una unità, e cosi in seguito, fino all’ integrale 
di x™~‘dx(a 4* ^>x")P, che si otterrà in que- 
sto modo in un numero limitato di numeri 
algchricij 

3a8. Se p fosse negativo, 1’ equazione (55) 
sciolta per rispetta alla potenza p—i di 
darebbe 

/x“— dx(a 4- éx“)P-'' 

^ — x^(rt -}- ójt")P4{ m4pn)yx”~ ' dx(«4^-^”)*’ 
pna 

facendo p-^i-:±q^e quindi p=3y4-i , si avrebbe; 

6 
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fjc^'àx{a bx")'i = 

..( 56 > 

(9+0«a 

formola , nella quale , se si fa q negativo , 
r integrale proposto dipenderà da un altro , 
nel quale T esponente della parentesi sarà più 
vicifio a zero di una unita. 

Sag. Si può anche diminuire l’esponente di 
X fuori delle parentesi. A tal oggetto si egua- 
glieranno tra loro i secondi membri dell’ equa- 
zioni (55) e (54) , essendo eguali i primi , 
ciocché darà 



(a-\-bx^)i^ ^ fxr-¥'^-'{a+bx'^)^'‘'Ax 

^ ' m m 

= a /j:™~'dx(a+ia:")P"" 

dx(a-H*jt:")»— , 

da cui si tirerà 



' (a bx''y~ ' d j: 



x'° 

— (a-{-Ax")P afx'^~‘àx(a-}-bx''y-'‘ j 

moltiplicando per m, ed indi dividendo 
b{m-\-pn) , si avrà 

/r*"-!-"— (a-f-ix")P— dx 

b{m-\-pn) ’ 

mettendo m invece di m-|-n , e p invece di 
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P * > c quindi /n — « invece di m , e p4-i 
in luogo di p , questa equazione diverrà * 
/jc’^-"dx(a-{-bx^y 

Per mezzo di questa formola 1’ integrale di- 
penderà da un altro , nel quale la parte x™~' 
fuori della parentesi, diviene 0 :“’-“—; nug! 
sto secondo integrale dipenderà da un’terzo” 
nel quale 1’ esponente della parte fuori delle 
parentesi sarà/» + a» — 1 ; c cosi continuan- 
do, gli esponenti di .r fuori della parentesi sa- 
ranno successivamente 

m—on—i , , . 7« — rn + i. ( Per m s’ in- 
tende^ il maggior moltiplice racchiuso in m ). 

All’ultima di queste operazioni l’esponente 
di X fuori la parentesi nel secondo membro 
dell equazione di riduzione sarà dunque 

— I ; perciò X nel primo membro di 

questa equazione avra per esponente m — (^r i)» 

— I , per ciò mettendo m invece di /»— (r— rW 
nella formola (bj) , e rappresentando con X 
la parte integrata , questa formola ci darà 

X—(m —rn)afx”^-’^"-‘dx(a+bx^)v 

t>lm — (r— I )n+pn] ...(53).- 

Se è m—m^ il coefficiente m — rn è zero , 
ciocche fa svanire nel secondo membro dell’ e- 
quazione precedente , il termine affetto dal 
segno d’integrazione , e resterà 

bn{i-{-p} ■ < 
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Essendo questo integrale determinato esatta- 
mente , lo saranno a suo luogo tutti gli al- 
tri ; perciò la forinola proposta è allora inte- 
grabile. 

53 o. Abbiamo supposto m positivo nella 
formola (Sj) , die s’ impiega per diminuire 
r esponente fuori la parentesi ; per aver quel- 
la , che conviene ni caso in cui me negativo, 
si risolverà la formola (57) per riguardo al 
secondo termine del secondo membro , e si 
avrà 

y^Tn_n_i 

‘ a:"’”"— d 

{ih — n)a 

mettendo m in vcee di m — n , e perciò m+r» 
in vece di m , la precedente forinola diverrà 

fx^~~'àx{a -j- 

(a-\-b ar")f+‘ m-f-w-j-wp) yir"'+"~ ' dx(a-l-òj::")i’..^5gy. ’ 

ma 

■ Per mezzo di questa formola, quando l’espo- 
nente fuori la parentesi è negativo , I’ inte- 
grale dipenderà da un altro, nel qnale il va- 
lore di questo esporrente è minore di n uni- 
tà; poiccliè essendo m-j-n — 1, l’ esponente di 
X fuori le parentesi nel secondo membro del-, 
r equazione ( 5 g),se si rimpiazza m per mezzo 
del SUO' valore negativo , che rappreseoierotno 
un — »i', questo esponente diverrà— (m'—n)—i, 
mentre che quello di x eh’ ò fuori la paren- 
tesi nel primo membro ò — m'- — 1 ; e non con- 
siderando clic i valori luiinerici di questi espo- 
' lenti, ò chiaro che — (m — n ) — » sorpasserà 
— m — ,i , di n unità. 
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53 1 . Per applicare queste tormole , sia 

Mettasi questa espressione sotto la forma 

1 

cc'"da:(i — j?’ ) e paragonandola ad 

j:™“‘dx(a + ^x”’)P, si avrà 

m—\z=.m^ , o=i izz— i , rizza. 



1 




L’ esponente delle parentesi avendo un valore 
numerico minore dell’ unità , cercheremo di- 
minuire r esponense fuori la parentesi , ed in 
conseguenza sostituiremo i valori precedenti 
nella formola (Sj) , ciocche la cambierà in 
questa 

t 

/ó:"’dx(i — x') * 



I 




Se si metta successivamente m — a , m — 4 » 
;rt— 5 , invece di m , si avii 



Digitized by Google 




89 



XiLCOLO IMTECRÀLB 



per 



m—m— 



J KT^~~ 






m — a 



m — 5 /^x^'~^d.r 

J€^'‘ 

y'*x“-«dx 



per m=OT 



m — a 
'*x“-«dx 



1 — , 



JC‘ 



m-^4 



+ 



/72 5 ^J?“~®d^ 

■2 — ^ y 1 — x' 

px^-^^x x^->1^1^x' 

pe, »«„-6.yp™= 

m — 7 ^x^~~^dx 

’i — 6 y^ 1 — Jc'‘ 



m — 6 



m- 

c COSI in segnilo 



La prima di queste equazioni ci darà il 
px'^'dx 

valore di / 1 - ^=— , che si sostituirà nel- 

J y i-x- . 



p equazione (6o) . e si troverà 




In seguilo ne’ risuUamcnti che si avranno, si 
sostituiranno successivamente i valori di 
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se m ù un numero intero p^ri , 1’ uUimo in- 
tegrale che si otterrà , sarà 

O ' 



fi 



óx 



= arc(scn = x) ; 

V i—x' 

se poi m è un numéro intero dispari , 1’ ul- 
xdx 



’.iino integrale sarà 



A 



1 — arjr 



e come xàx è il differenziale di x\ a meno 
di un fattore costante , faremo i — x’ = s , 
ciocché darà 




Essendo slato trovalo 1’ ultimo integrale ; 
dobbiamo conchiudere , che quando m sarà un 
niimero intero , la forinola potrà sempre in- 
tegrarsi. 

352. Prendiamo ancora per esempio 



dx 



; scrivendo questa espressione cosi 



jc“™(i — x*)" ’ dx , 

si raragonerà alla forinola (5c)) per diminuire 
r e-jonenie fuori della parentesi, e si avrà' 

' m — 1 = — m , ò = — 1 , « = 2 , p-= ; 

2 
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per mezzo di questi valori ^la forinola (Bp) , 
divcnà 

— -!L fi ^*^1317* V 

fx~^Ax[\ — x’) •• = x'-" ■ ’ 

1 — m 



1 — m ' _i. 

+ _/x“~*"+"dx(i — x’) ’ 



1 — m 



o piuttosto 



dx 



V 1— 



A oc (wj— l)x“~‘ 

m — 2* Z’ dx ; 

m—\ J x™-’K^ 1— X* ^ '' r 

Se w è un ninnerò pari , p c, 8 , l’ inle- 
dx 

graie di ^ — — dipenderà da quello di 

X ^ X " ' X 

dx 

“ questo , in virtù della stessa 

Xormola , dipenderà da quello di — , . ■-■ ^ 1 

fino ad m=3a : in quest’ ultimo caso poi 
formola (6i) darà 

y' j x’ 



■+c. 



x^y I — x‘ X 

di sorlacliè; allorché m c pari, T integrau si 
otterrà per mezzo di successive sosliliizion» 
Nel caso di m dispari , per rscmpiJ 7 , 
mettendo successivamente 7,5,0 in mogo 
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di m nella forinola (61), non si potrà con- 
tinuare fino all’ ipotesi di mr=.\\ poiccliè, in 

Vi— 2. 

tal caso , il coefficiente del secondo in» 



tearale diverrebbe = — co ; perciò il mi- 

nimo valore die potrà darsi ad m , sarà/n= 3 ; 
allora la forinola (61) diverrà 

P àx y~T-lc' , 1 P dx 

J xy i — a x~y i— a:* 

. òx 

Per integrare 1 espressione — ^ faremo 



xy x—x‘ 



4: = — , ciocché ci darà 
z 



A ^ T/^ — T y 2’—» 

dx=— ^ — , e y I — X" = ; 



e perciò 



dx 



dz 



xy i—x' y z ‘ — I 

abbiamo trovalo (art. a88) 

y^7^-=l08(^+r 

sicché cambiando a? in z , avremo 

dz ‘ 

= log(i+K s’-i) ; 



f-. 
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rimellendo per s il valore - , si avrà 

+c =-log ^'+>^‘- . ^4 c. 



Perciò la forinola 



dx 



jc'^y^ i—x 



' può integrarsi , 



o che prendasi m pari , o dispari. 



Dell’ integrazione delle quantità., che racchiu- 
dono seni e coseni. 



533. Poiché r integrazione delle quantità , 
che racchiudono seni e coseni dipende dalia 
possibilità di sviluppare cos’j; , cos*x, cos''x, ec. 
in funzioni di cose cosa.r , cosex , ec. an- 
dremo a dimostrare preliminarmente , come 
vi ci si può gi ugnerò per mezzo della sola 
trigonometria ( nota terza ) 

Se nella forinola 

cos — cosacosò — semzsenò . . . (6.1) 
si la a=z b •, si avrà 

cosaa = cos’rt— sen’rz^cos’rz 
— (i — cos’fl) ^ acosVr— 1 \ 
da questa equazione si tira 

1 I 

cos’rt— .. — roszer; 

' i 
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0£Ll' iuteg. delle quast. che me. ssit. e cos, 91 
moltiplicando questa equazione per costJ , si lia 

11 

cos’« = — coszt-j — cosacosaa . . . ( 65 ); 



or se 1’ equazione (62) si somma coll’ altra 
cos(Z» — a) ■=. costzoos^ -f senflseu 3 , 

«i otterrà 



cosrtcos^ = — cos(«-J-^)+-cos(6— n) ; 
2. a 



facendo b~o.a , si avrà 



1^1 

cosacosa« = — cosorz -1 — cosa : 

2 2 

eliminando cosacosaa per mezzo dell’ equa- 
zione precedente , e dell’ altra (63) , si tro- 
verà 

3 1 ^ 

cos’a = — cosa A — cosoa. 

4 4 

Nello stesso rriodo si calcolerebbero le poten- 

ze superiori di cosa 

354 . Ciò posto , quando si dovrà integrare 
1 ’ espressione cos^jcdo:, in cui m è un nume- 
rò intero , si sostituirà a cos’ex il suo svi- 
luppo, il quale , da ciocché precede, non con- 
terrà che termini della forma 
costante, cosar, coszx, cos3a:, cos4ar , eir , 
di sorta che tritio ridiicesi a saper iniegrarc 

un termine della forma cosnr.rdjc. A tal og- 
getto , osserveremo che se nell’ equazione 
dsenzr::cos2d2 , 
si fa z z=.mx , si avrà 
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dsenmj: = cos//Lr.nidx; 

. , , , dscnma: 

sicciic saracosmxdx= , e 



m 



fcosmxiXx = 



ydsenma: senmj* 



m m 

nello stesso modo si trovereLbe che 

cosmx 



fsQumxAx — — 



m 



Prendiamo per esempio cos’arda: : mettendo 

•t 1 * ^ 

per cos’or il suo valore — | — cos 2 or avremo 

2 2 

/cos’arda: — f C h — coS2ar jdar 

,7 \2 2 J 

X \ ,, 

= b ' — scn 2 ar + L. 

2 4 

S35. Se si volesse integrare sen"’ardar , si 
seguirebbe lo stesso metodo , o pure rappre- 
sentando con z l’arco eumplemeato di ar ^ si 
avrebbe 

1 

x=- —ir — z , c da- = — d: , scn ar = cosz : 



siccliè la forinola sen^rdr si trasformerebbe 
in — cos”id 2 , la quale s’ integrerebbe come 
qui sopra 

556. Consideriamo il caso più generale 
scn"’arcos'‘a-dar ; se m è pari , si farà m=im\ 
c l’espressione, che dovrà integrarsi , sarà 
sciro''a'cos".rdar = (i— cos’ar)’*'cos''xda: : 
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dcll' ìnteg. selle qsàet. che rxc. sin. e cos. gS 
Si svilupperà (i— cos*x)““ , e moltìplicaDdo 
per cos"ardx, si otterrà una serie di termini, 
ciascuno della forma cos‘xdx , i quali s* in- 
tegreranno come qui sopra. Se to è dispari , 
si farà m =z -im' + * » e si avrà 

sen"’arcos"j:da: = scn^^'aTcos^arscnarda: , 

(i — cos’ j:)™'cos”xX— deosa? 

facendo coso? = z , questa espressione si cam- 
bierà in 



— (l— S’;«'^z"d3 ; 

m' , td n essendo intieri per ipotesi , si ese- 
guirà lo sviluppo , e s’ integrerà. ^ i 

357. Per applicare questo metodo alle espres- 
sioni 

cos^arda" sen"ada 
sen"o? ’ cos“o? ’ 



come fa seconda acquista la forma della pri- 
ma, con fare = z, non prenderemo in 
a 

considerazione thè la sola prima. Se mh pa- 
ri , supporremo m = zm', ed avremo 
cos^o-do- (i— sen’.r)'"' 



sen"o: 



/«'— j 



r — m'sen’or-t-m'' sen -f ecc. 



sen"x 



-dx 



espressione, il cni Integrale dipenderà da quelle 
di sen*xdx, e da- 



scn'x 
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L’integrazione della prima si conosce , è 
da qui a poco vedremo come s’ integra la 
seconda. Se m è dispari, facendo ni 
si avrà 

cos™.rd.r ( i — sen’j7)“'cosj:djr 
sen"a: sen‘*a? 



cosxd.r 

= (i — m scn’x “hec) , 

, sen“x 

espressione, il cui integrale dipenderà da qu elli 

di sen^arcosardar , e di , abbiamo trat- 

sen\r 

tato della prima nell’ (art.* 555) ; occupiamoci 

della seconda. Per integrare , faremo 

sen''ar 

senjT = z; c sarà dxcosx=dz, e perciò 




k 



Per ciocclic riguarda l’ integrale di 



da: 



senx 



, laf 



stessa trasformazione cambierà questa espres- 

dz. 



sione in 



Vi/- -‘t forinola che si sa integrare. 

^ 1 — 2 * 



558. Infine se si dee integrare — — , 

° cos xseira: 

si moltiplicherà questa espressione per cos'x 
+ sen’j:, restando con ciò identica, per esser 
sen’x -j-'cos’ = r ; si avrà 
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do: àx dj: 

cos“xsen"j: cos“~* j:sen"x cos™a:sen““’a:* 

con questo mezzo si diminuirà la somma de- 
gli esponenti dal denominatore ; e ripetendo 
questa operazione un certo numero di volte, 
e mettendo sncccssivainente a parte tutte le 
frazioni , che, ne’ loro denominatori, contengo- 
no una sola potenza di un seno, e di un co- 
seno (poicchè si conosce r integrazione di que- 
ste quantità), nell’ ultima operazione la formola 
precedente si ridurrà a de’ termini, che po- 
tranno ancora contenere delle potenze di se- 
no, e di coseno , e che avranno le forme 
seguenti. 

òx dj: dx 

senxcosj: ’ cosj? ’ seno:* 



Per integrare , il numeratore si mol- 

senjccosa: 

tiplicherà per cos’x-f-sen’o: c si avrà 

do: cosx sera: 

•=zox -fda: 

senarcosa: sen.r cosa: 

dsena: tlcosa: 



sena: cosa: 

espressione , il cui integrale è 

logsena: — logcosa: -f logC = logC, 



sena: 



cosa: 



= logClanga:. 

Per integrare ; si farà cosa:=:z, e si' 



seiix 



avra. 
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dz dx dz 

dr = -, e = ~= ‘ 

scnx seno: sen^r i—z'‘ 

formola integrabile col metodo delle fraziom 
razionali. 

. , . , do: . • 

Per ciocché riguarda -, si supporrà seno:=3, 

COSJC 



é si troverà 




33g. In generale l’ espressioni , che conteu-> 
gono seme coseni possono sempre trasformarsi 
in altre « che non ne racchiudono , a tal og- 
getto , basta di diporre seno; « o coso: egua- 
li ad una nuova variabile z. Per esempio se 
nell’ espressione sen a’Cos"j7dj? , si suppone 
*enx = s , si avrà. 



cosa: = y~ 1 — s’ , e do: == — — ~ 

y i-z" 



sostituendo si troverà 



n 

sen”j:cos'’dj: =o”Ci — a’)* ~ 

n — » 

= z”(i — z’) ~ dz , 



dz 



espressione che si rapporta a’ differerrziali bi-* 
numii. 

Si può ancora applicare 1’ integrazione per 
parti air espressione (*) sen’“a:cos“a:da:. 



(*) Per paragonarla ad \id\ si decompoftà così 

jre/i*"“'xcos".\JC/ix^/x = — sc7t™~ 'XfZ— ^cos"+>^ 

n+i 
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3 /^ 0 ,. Infine le^ forinole trigunomctrÌQhe pos- 
sono essere ancora impiegate con vantag- 
gio in certi casi.' Per esempio per integrare 
sciinijccosrtjcjj: ; come la trigonometria da 

senacos^» = — ‘Sen(a-f"^) -| — ' sen (a— 

2 % 



paragonando l’ espressione senma:cosrt^ a questa 
furmola , si troverà 



senma:cosnxt/a: = ~s5n[(TO-f;i)a:]da: 

- sen[(7» *- n)x]da: 

' a 

6 r integrale sarà (art. 534) ' 

^ 1 cos[(CT-f-«).r] 1 cos[(i 7 i— n)j:] 

a m+/i a m—n 

DeW integrazione delle quantità esponenziali ^ 
e logantnùche 



54»- Abbiamo dimostrato (ari. 37), che» tiel 
sistema de’ logaritmi neperiani j si avea 
da’‘=a* darloga , dunque reciprocamente sarà 




II' 




Ciò può servirci per integrare 1 ’ espressione 
generale nella qUale X è una funzione 

di x. A tale oggetto scriveremo «osi questa 
espressione , X . a'do:, ed integrando ppr parti, 
si avrà. 



fjS CALCOLO IHTEGRALE . . 

rX.a^djc= / dX .... (64). 

, . logrt ^ logrt 

Cì() posto , differenziando su ccessivamcnle la 
funzione X, ne lircreino dX=X'dj:', dX' 
= X"djc , ccc. , sicché 

y '^a' />X' . ■ X' 

; dX , o / -.o^ Ax— -r — a 



-/ó 






dX'; 



■f- /» a* 

- + / dX': 

)’ J (log«)’ 



(logrt)' 

sostituendo questo valore all’ ultimo termine 
dell’equazione (64), otterremo 
, ma' X.'a' 

fS.a'(ix ; = 

Ioga (log«)’ 

Continuando nello stesso modo, giungeremo 
a questo sviluppo 

fXa'dx 

/X X' X" 

:=za' ( 1- 

X"' X("> \ _ ^a'dX^^ 

(log«)^ .(loga)"+‘ y '\/ CJoga)"+' 

Se prendendo la serie de’ coefGcienti differen- 
ziali X', X”, X"» ... , l’ultimo di 

questi è costante , si avrà dX^“ ^ = o , ed al- 
lora la parte integrale svanirà 

542. Prendiamo per esempio X = af* 
d’ onde si tira 

X' = 3 o:’ , X" . . 3 , 3 ^ , X'^o X") =2 . 3 ; 
sarà 
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» Jx^a'dx 

=«Y— _±L\ 

\ <log«)’ (Ioga)* (log«)^ y ‘ 

Se si fa a~€y liasc del cisterna Neperiano, 
Ioga, diverrà loge ; or loge =s i , irt vulìi del-' 

1 equazione e=:e , perciò sarà 
fx^e'dx = e' (or’ — oa’ -f- a. 3 x — a. 5). 

343. Si può ancora giiignere ad un altro, 
sviluppo di fa\Xdx. A tal oggetto facciamo 
f yidx = P‘ , /Pd.r = Q , JQdx = n , ecc. , ed' 
inlegriarao per parti ; avremo 

fa^Xdx = a'P — ^‘logaPdar . ( 65 ) 

Ja'XogaVdx =a*log/z.Q /a’( Jo|rt)’Qdjc‘ 
e sostituendo, l’equazione ( 65 ) diverrà. 
/a\Xdj: =a’P= rt'lagaQ -f/a*(loga)’Qda: 

e continuando ad in tegrar per parti , si avrà 
in generale 

fa'. Xd:r = a’(P — Qloga -Hft(loga)’ — ^ ec.)...w 
iyZa'(Iogrt)"dx. 

044 • Se qqesta forniola si applica al caso^ 

in cui è, X = — - , si troverà 
x^ 

= _Ì — ^z= — -, 

a. 5 . 4 r’ 1.3.4..^ 

dunque sarà 
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/ rt'dj? I Ioga \ 

X* \ 4-^‘^ S.^ r’ %.'h.l\X’i^ / ' 

lo"«* ^u^àx 

3 . 5.4 J ^ 



Ìj’ In le graie di 



X 



è una funzione trascen- 



dente, cìie non si ò polula delerm inare finora. 

^/^b, In- gencfale si vede che qualunque 
potenza negiitiv» ed intera si prenda perespo 

nenie di x , s’' incontra .sempre 



n'àx 



poicchè nelle funzioni successive P, Q, Ree. 
gli esponenti di x , diminuendo sempre di 
una unità, l’ ultima dj queste funzioni dee 

essere della forma — , e perciò' F ultimo in- 

X 

tegrale sari 

f*h(C /^fl'd,r 

■ 

perchè A è costante. 

INer avere un valor prossimo al vero dclP ih- 
Art’d.r 

tegrale di — ^ , non si' ha altro mezzo,. 

cc 

elle quello di sostituire in questa espressione 
lo sviluppo di a* , che è , come si è veduto 

, x^ x^ 

1 + xloga + — (h>g«y + —(Ioga*) ec. 

a 3.0 

e d’ integrare in seguilo ogni termine. 
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346. Se nt:U’ cqiiiizioiie — = ulo«fi , o d« 

lù • 

= udiogu , si l'jccia' u , si 'avrà 
clx’' = .r’dlog.r'’ ; 

perciò InUc le volle die un differenziale po- 
trà decomporsi in due valori , uno de’ quali 
sia rappresoli la io da ^ e l’ altro da dlogo:^, 
l’iulegrale sarà -f- C. 

547. L’ integrazione per parli può anche 
applicarsiu quella dell’ espressione Xdx(logx)" ; 
poicdiù se rappreseli lisi cou Xi 1 ’ integrale 
ci Xdx , si avrà 

/Xdx(logx/ 



= Xi(lógx)'* 




dx(logx)"~'. 



Onesl’ ultimo integrale si farà dipendere da 
un altro della funuu y'X/idi i(logx)“ c cosi 
in seguito. 



Della serie di Gioì Bevnulli. 

343. Abbiamo veduto ,che molte espressio- 
ni differenziali non erano integrabili , che dopo 
essere state ridotte in serie, e che perciò de- 
signando con Xd.r una forinola dilTereiiziale^ 
nella quale X indica una qualunque funzione 
di X , bisognava preliminariiienle ridurre in 
serie la funzione rappresentala da X , ed in 
seguito fare le integrazioni, dopo aver sosti- 
tuito questo sviluppo nella formolo XJr. 

La serie di Bsruulli liu il vantaggio di ri- 



CALCOLO integrale 



fOT 

durre yXdSc in serte,, anche prima che sia 
data la fo/ina di X ; questa serie è nel cal- 
colo integrale ciocch’è quella di Taylor nel 
.differenziale. Eccone la dimostrazione : Inte- 
grando primieramente Xdj? per parti , si pa-r 
ragonerà yXdo? al primo termine della lor-» 
inola 

fuàv = uv -^fvàu ; 

perciò sarà 

yXdx = Xj? — yjcdX . . . (66) ; 

prendendosi 1* integrala per rispetto cd x a- 
vremo 



e perciò 



dX= -j— ; 

ax 



/ dX 



Integrando ancora per parli, u sarà rapprc* 
dX -, , 

sentalo da e av da xàx , di sortaehò ' 

QX 

x' 

avremo v =■ — j perciò si troverà 
a 
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d’X il’X 



iu3 



sostituendo a la quantità djc.cd one- 

djc dx* '■ 



’rando nello stesso modo, otterremo 

r ' d’X ' r d’X I 

J a:’-— , e / -~.x^àx = - 
da' dar' 

d’X 






.d'X 

dar' 



1 r ,d‘x 

- m : 



dx 

e così in seguito. • '' 

Sostituendo il valore del primo membro del- 
1’ equazione (67) nell’ equazione (66) , e por- 
tando in seguito nei .risultameli to quello dei- 
primo membro dell’ equazione (6d), otterremo 

jXdar= Xor-l^-.fl, 
dar 1.2 



» ■ _ • 



-ec. •{■cosi. 



dar' I . a • 3 

Della fjuadt'aXura delle cuive 

ol\^. Sia s (Fig. ai ) la superficie abb'p'v'^. ai 
di una curva piana: se l’ascipa ap' = x di- * 
viene ap" = x k , l’aja s diverrà 

a]aabb"p"~s -{. ~h + - .q. ce. 

- dar dar' a 

e perciò sarà 

aja mistilineap’ù'l)"p" = abb"p" — abp'p' " 

di _ d'i A' 

= l-''ec: 

dar ' da’ a 



- ^ 
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cjiicsl* aja è racchiusa 'tra’ due CGllangoVip'ò''^ 
e p"lt' 1 de’ quali si possono facilnicule j)rcii- 
dcre r espressioni analitiche; infulti si ha 
il f’ettnngolo ///;" = ,p"p' =j(^x h)h 

il jvttangolo }j"l/ =p'ò' .p"p'. = f'x, h , 
il rapporto di questi rettangoli c 

f{x + h).h _ f{x + h) _ 
fx.h fx 

fiel caso del limite questo rapporto riduccsi a 



(x 

fx 



= 1 



o polcchò la superflcio misti linea p'b'b"p" 
liboipresa tra due rettangolip'^",/?''/»' , la sua 
difi'eftnia dal rettangolo p"b" ò minore di 
quella che vi h tra lo stesso reltaiigolop"^' -, 
G l’altro p'b" } sicchò se nel caso del limite 

slba-^ = 1 , Q più forte ragiono 1’ unità 

jiarà U limite del rapporto . 

aja p'b‘b"p" 
rettangolóp"b‘* 

rimpiazzando i termini ^di questo rapporto per 
iqezzo delie loro espressioni analitiche si avrà 



d# d’5 h* 

dar do?' a 



d^ 

+ ec. — -f 



àx da’’ a 



d’s h 

- -f-ec. 



jx.h Jx 

5i pulserà al licite , facendo Zt = o , e si Irò- 



.a- 



vera 



riELLA QUADRATl'RA DELLE CEIIVF. 

= 1 , (la cui si Ila ds = 



loS 



daf.v 

rnellòndo l’ordinata j" per fj: si avrà final- 
mente. 

ds = j dx ... (6c)) 

35o. H dilfercnziale dell’ aja di una ciirvn^'®'^ 
si pu() henanclie determinare col metodo de- 
gl’ infinitanicnle piccoli nel seguente modo. 



trapezio p'b'b"p" = 

jr + (r + tir) 



p>b' -H p"b" , „ 

— - — . p'p"^ 



.dx=^'djT 



dxAj' 



a ■ n 

rigettando dxJ/ come infinitamente piccolo 
di second’ ordine, resterà ydx per indicare 
1’ espressione del differenziale che si cerca. 

35i. Per prima applicazione cerchisi 1’ aja 
di una porzione BMP di parabola (Fig. »i). rig. sì 
Sia 7 ^’ = l’ equazione di questa parabola , • 
la di cui origine è B; differenziando si tro- 
va ajdj = /ndx; sicché sarà djc = ~ d/, c ‘ 

perciò j’dx — d_ 7 ^; integrando si avrà 



m 



s- 



*Zldx=?l+C...(7o). 

m om 



Per determinare la costante, osservisi che, iiel- 
l’ ipotesi di ^ = o, l’ integrale eh’ esprime la 
superficie cercata, c anche nullo: questa sup- 
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posizione riduce l’ equazione (70) a o = o-f C; 
sicché saia 

O 

.mx— 

35a. Si possono fare ora delle osservazioni 
ioiporlaml sulla determinazione della costante : 
a tal oggetto risolviamo lo stesso problema , 
prendendo la parabola , la cui equazione ‘ sia 
— w +ar .... (71) 

Quii’ origine delle ascisse nono più al vertice 
della curva , poiché facendo = o, T cqua- 

3, zione (71) da x=. , e come quest asci- 

li 

pa deve estendersi fino al punto B, ove si ha 

yz=. 0 si prenderà Biz = —, e! punto a sarà l’ ori- 

ri 

gine. Ciò posto, operando come nel caso pre- 
cedente , si troverà 

= ndx ; e perciò ydx: = -J/, e 

fjrdx = ^ + C . . . (7a)- 

OH 

Por determinar la costante , osservisi che la 
superficie' abb'p' , che qui r4ippresenla T inte- 
grale dee esser nulla , quando i’ ordinata p'b' 
coincide' con ab ; or essendo ab 1’ ordinata 
«he passa per l’origine a, in cui è i’ asci- 
pa X = o reqiiazioiie (71) ci ilarà in questa 
ipotesi j ab z= y .m ; facendo dunque 



om om ont 
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fyi\x— o ed ^ m , i’ cqiiuziuiic (73) 

3 

diverrà o + C, dalla quale se re de- 



duce C =• 
calo è 



3 

aw’ 

5» 






on 



c perciò 1* integrale cer- 



a/7.» 

3/z 



3 

, = aja abb'p' 



353. Negli esennpii precedenti abbiamo dal- 
r equazione della curva ricavato il valore di 
dj: per sostiluirlo nella formola ydx ^ cd in 
seguilo integrare» Avretmno polulo operare al- 
trimenti, sostituendo in questa espressione piut- 
tosto il valore di y^ die quello di dx: poic- 
ebè , per ottener l’integrale, basta che il pro- 
posto differenziale non contenga che ima va- 
riabile; perciò si sceglierà la sostituzione, che 
esige menò calcolo. 

554. Un integrale come ffx.dx può sem- 
pre rappresentare l’_aja di una curva , la cui 
equazione fosse y —fx : infatti data questa 
equazione, se si sostituisca il valore di y nella 
formola fydx , si avrà Jfx.dx per T espresr 
sione della superficie di questa curva. b)a ciò 
deriva, che quando un problema ci conduce 
ad integrare uua funzione di una sola varia- 
bile , si dice che tal problema siasi ridotto 
alle quadrature. 



CALCOLO INTEGRALE 



Fig. ! 



555. Sia X un.i funzione di j: , e snppo- 
• niairiu clic iategiaiiJu Xdx siasi oltenulo 

yXda: = Fjc: -j- e . . . . ( 75 )) ; 

questo iiilegralc , nel quale la. cosiaiiie C non 
è ancora detenniiiala porta il nouie 
indcjinilo 'generala , o jilù scmpliceuicnlc , 
iV inlegruìe Inde finito , cd esso sarà compia- 
lo , quando racchiude la costante arbitraria C. 

556. Se, dietro un’ ipotesi, questa costan- 
te G si determina , come se si suppone per 
esempio , che /Xdj? debba svanire , quando 
è xz=:u^ 1’ ecjuazione (y5) da in questo ca- 
so o =Fa -f C , sicché sarà C= — Fa , e 
r equazione ( 70 ) diverrà 

/Xdx = F.r — Fa ; 

questo integrale Fx-— Fa è allora uu integra- 
le particolare, e si vede che il niunefo degli 
integrali particolari di una espressione diffe- 
rcn::iale è indeterminato , poicchè si possono 
fare infinite ipotesi diCtorcnti sulla costante. 

557 . Quando si suppone nullo l’integrale 
dietro l’ip(»tesi di .v — a , è Io stesso di slabi- 

, lire, che prendendo (Fig. 21 ) nu’ ascissa eguale 
ad hu — u , la superficie sia compresa tra il 
limile ab , e l’altro indefinito p'b' ~ x, Aiux- 
que l’operazione, per mezzo della quale de- 
terminiamo uu integrale particolare , equivale 
a quella di fissare la posizione del limite ab 
dal quale si computa 1’ integrale. Il secondo 
limite p'u' sarà anche fissalo iuvaiiabdtneiile , 
.se diamo ad x un valore determinato b ; al- 
loia l’integrale purlkolurc Fx — Fa diverrà 
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= VI) — Frt . . . ( 7 / 4 ) ; 
e la superficie ahi'f)' non sarà jviìi arbitrarla. 
In questo caso 1’ integrale porta il nome d'in- 
tegrale (ìefinilo , c si dice di’ esso è preso da 
X — a fino fìd x — b. 

S58. Cerchiamo ora T integrale definito di 
x'^dx ; ciò suppone la conoscenza di due va-- 
lori x=a ^ X y che soddisfano 1 ’ inte- 
grale indefinito - 



x^-t' 
/n-P 1 



+ C . . 






Supponiamo che il pri tao corrisponda a ^ do, 
= o ; si avrà 

a"M-* 

-J- C=r o; 

e l’integrale particolare sarà 



fx'^dx — 



/» -j- I W -jr I 

Faremo in seguito a: = ò , ed avremo pey P in- 
tegrale definito' 

/•mi ò"* + ‘ rt*" + ' 

fx^dx = — ; — ■ 

mTi m- 4 -i 

oBr)-. Si perviene" ancorji allo stesso integra- 
le , facendo successivamente x—a^ x = b‘ 
coll’ integrale indefinito ; si avrà 

■ />"’ + ' 

^ -f- G e — H C ; 

m -1- 1 ^ 7» -}- 1 

in seguito si toglierà dal secondo il primo 



CAtcoto jtTTÈCnAti* 

r'rsultamenlo ; ma nel prendere «jncsla dlffc- 
Tcnza bisogna sempre badare, che la parte 
soUratla sia il valore della funzione di a? al- 
r origine dell’ integrale. 

56o. Per terza applicazione determiniamo 
P»S- »<*1’ aja di un li iangolo rettangolo ADC (Fig io). 
L’ equazione della retta DC sia f=ajc-, inct- 
Icndo quésto valore di j nella ìbrmola jd.r, 
si ha ajcdjcr ; sicché sarà * 



fydj: — faxòx -f C. 

“ ' a 

Essendo nulla la superficie , quando x — o , 
la costante e zero , sicché sarà 

aja DAC= = --.ox= 

a a a 

56i. Se nella formola j'dx si mette il va- 
lore di j-, tirato dall’ equazione del cerchio si 
troverà fdxy^a\ — x’ per 1’ espressione del- 
1 aja del cerchio. Or abbiamo veduto (art. aSa), 
che il valore di questo integrale era 



a’ — x^ -f- 
a 



*a"arc 



+ c. 



/ x\ 

( sen = — 1 

\ a y 

La parte — a’arc[ sen = — J non potendo cs- 

sere determinala , che nell’ipotesi in cni sia 
noto il rapporto def diametro alla circonferen- 
za si vede che T integrazione di dxE^ a’ — x* 



(*) Se per csewpio è x = — a si ha — = — 
' 6 a 6 
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non può condurre alla soluzione del problema 
della quadratura del cerebio. Lo slesso dee 
dirsi della quadratura dell’ Lllissc , che dipcn- 

fle da — — jc\ 

a 

Se quesle' due espressioni si paragonino , se 
ne tirerà la proporzione aja cllitliea : aja cir- 



b 



colare ■= a’ — :Jlix^ —x‘ —— : i 



a 



da cui si tira 

aia eUiliica = •* . aia circolare = va' = >gab 
a a 



Della retlijìcazione delle curve. 

S6a Rettificare una curva , è lo stesso clic. 
esibii'(V.una retta eguale ad un arco di curva 
Abbiaint» trovato (art. i 5 y) che 1 ’ espressione 
del differenziale di un arco di curva era 

ds— J'^dx' -|- dj^ .... (76): 

Or quando è data una equazione tra due va- 
riabili X ed , se si vuole rettificare una 
curva , alla quale essa appartiene, si dilTe- 
renzierà questa equazione, e se ne tirerà i! 
valore di dx , e dj" , che si sostituirà ucl- 
r espressione (76) •, allora il radicale non con- 
terrà più che una sola variabile , e se si può 



e si opererà come nell’ ati. 278 per deicrmi- 
nare V arco corrispondente. 



Ita 



tAtCOlO IN TECBAT* 

otiencrc 1’ integrale , la curva sarà' rcuifi- 
tahilc. 

Prendiamo por esempio una curva la cui 
' cqnasione è = nx’ (*) , trovala nell’ ari. 
i65 : differenziando questa equazione si ol- 
lerià. 

=3 ìuxàx 

d’onde si tirerà 




O.HX 



e dj?’ = 



^x‘ 




sostituendo si ha 







(*) Essa poi'ta il nome di seconda para- 
bola cubica. Questa, equazione , come quella 
delia parabola ordinaria non sono che casi 
pntiicolari dell equazione generale y"* = al": 
ecco perchè questa equazione vien conosciuta 
sotto il nome di equazione della parabola di 
tutti gli ordini. IJ equazione xy a deW i- 
perbole tra gli asintoti si è anche riguanlata 
come un caso paiiicòlare dell' equazione 
= a"’+" , che per tal ragione eien detta 
1’ e<}iiazione dell'iperbole di tulli gli ordini. 
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■ii3l 



4» 



+ * i 



essendo dj il differenziate dell’ csplesSfonc ; ' 
eli’ è sotto il radicale, u meno di una costan- 

SY 

te, ^i farà (art. 171 )-)-^+ i = z da cui si. 

4'*' 

4« 

tira dj” — dz; sostituendo, avrérnò 

9 



^ , ^ 4^1 i. 

da:’ + dr’ — — z’ dz; 

9 



sicché sarà 



JV~ Àx' 4-d/’ =— . — = z’+ 

9 ò — 

ò« rimetteiidó il valore di z 

y-A +•)+«• 

ì^er determinare la costante , dietro la natura 
dell’ equazióne della curva , si vèdè , che al- 
r orig ine dèlie ascisse jr è o ; perciò , suppo- 
nendo che r integrale sia nnlló in questd pun- 
to , si ha 

o = — ^ -f- C j .dunque C = -^ ; 

a? \ *7 



è perciò 



8 
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fàj'sJ' —— -à(3c)~g~ C' 

za—jr 

— — C; 

o , rim«Ueh<3o il valore 4Ì y 

r 3/t 

/d r V = — a<* (y.u — J'}fC,.-(77) 

Per delemvinarc la costante, prenderemo T inte- 
grale, in modo die svanisca quando è j-s=a«; con 
■questa suppósiiione l’equazione (77) si ridurrèn 
0=0-}- C , ciocché mostra , che non vi è cosian- 
le d’ aggiungeivi ; in tal caso 1’ arco dcllaci- 
cloide si estenderà (Fig. i8) dal punto D* in 
cui è j‘ = art, fino al punto IS* le cui coor- 
dinate sono JCy cd r. 11 valore assolalo dell* ar- 
co IP essendo aj^ a«(art — jy, osswveremo 
che IfE = -OLa—y ; sicché sarà x»{za—jy 
r= aD'F; d’ onde segue che l’ar- 

co TJ'iy della cicloide è eguale al doppio del- 
la corda P; perciò sarà are HIP = alPD. •*- 

Della de termùioTÌone (iella supeijS-de de" soSdi 
■di rivokmonc^ 

365.- Se una curva òlM (Fig- 21) descritta 
su dì un piano, fa una rivoluzione intorno*'* 
all’asse AX- , descriverà un solido di rivolu- 
zione. Andiamo a trovare il dilTerenziale della 
saperficie generata da questa curva. A tale 
oggetto siano Ba — x, ab =r, ap* —hi sarà 

•ah—Jx—y ‘ 



DBLLJL DEfER. DSELA SUFER. DE* SOLIDI DI RITOL. II7 

tu dal movimento di rotazione dell’ arco bb\ e 
con s qnesl’ arco della cur^a; poiché quest’ are» 
tende a confondersi colla sua corda , a pro- 
porzione che diminuisce; nel caso del limite, 
il primo membro dell’ cquaiionc precedente 

diz 1 ' • « 

diveri-à ; el secondo si ridurrà a mfi 

ds 

perciò si avrà ' 

du 

di = 



e perciò drt = iTrydi ; sostituendo a d^ il Suo 
valore trovato (art. iSq) , si avrà in hot) 

d«= dx' + dj* . . . (78) f 

566 . Col metodo de^l^infuiltamcntc piccolisi 
farebbe considerato l’ elemento della superfìcie 
di rivoluzione , come quello di un cono tron- 
co generato dalla rotazione del trapezio .ele- 
mentare òap'b' intorno ed AK ; questo cono 
tronco avrebbe per ^espressione 

( ab p'b'\ 

J.bb^ — ■''"(V d" d^Odi 

= %Tfds -|- ir Jfdi ; -r 

sopprimendo il termine irdrdj , come infìni- 
tameiltc' piccolo di second’ ordine , resterctbo 
* . '* • ' * ‘ 

^lemenlo di una supeificie di rivoluzione - * 

= airjrd5= •i'Kj'y' dx" -|- dj ' 

067 Per farne una prima applicazione, pren- 
dtaiua la su[u,*rUcie del paraboloide di- rivo- 



ttft ciccato BrrEC»*tE 

lozione »eV è il solido generalo dalla tìto- 
Kj.aal«zione di im arco AP (Fig* 12). di parabola, 
iì*lomo al suo asse- !>’ eq^iu» zioiie della, para- 
' bob jr*= pjc da 

p p' 

Qoesto valore sostimito nella £oii»ola - 
%teyf^ dx^ -jr Etdoee a 

*®r V- y /dr?-^^* + p" * 

essendo il diflercQziale della qnantilSi 

aotCùi ili sesjTfO radienilie » a menO' di utrà. co- 
stante, si £icà (ai-t. 2jt) — s difEe- 

«ttiiaodb si troverà jràj =-^ ; sos.ti tue odo edi 

ÌB&e^udo, si a^vrà 

• 5 

UT sr ir 5 

= s'7 

SI dietennini la costante nelPipotesl cUel In- 
tegrale si» niiUo, altoEcli.*^èjr=;a;, L’ et^itaziotte 
peeeedente diverrà 



• =%- + C 

6 



cuKicLà da C =2 



ir 

61 






e SBpp o acntlui cEte Pintegrate stai ptreso da 
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j" = 0 fino ad j" = è , T integrale definì sarà 




3 

+PT 




36 vS. Per seconda applicazione , valiiliatuo 
la superficie della sfera. Questa essendo ge- 
nerata dalla rivoluzione delia semicirconferen- 
za intorno al suo diametro, sia jc' = a* 
I* equazione deLcet'cliio ; differenziandosi ha 

orda: -f-jd/ =0; 



sicché sarà 



djr=z ,ed/’= 

jr y 



sostituendo questo valore alla formola (78) , 
otterremo 



=.fì'Kdx}f X' -{-j' 



—Jiradx •=i o.'gax -\-C . . (75) 

Per determinare la costante, prenderemo Tin-Pis. 
tegrale a partire dal punto A (Fig. az) , e 
poicchè r origine delle coordinate e al centro, 
supporremo IMntegrale nullo, quanto è a: = a: 
questa ipotesi ridurrà 1’ equazione (79) a 



o =— 3?ra’-|-C; sicché sarà C= aTrn’ ; 

sostituendo onesto valore nell’ equazione (79)» 
avremo 



fntadx — 'iviax -f a’). 

Prendiamo ora l’ integrale definito tra’ limiti 



CALCOCO integbale 

j?z= — fl, x=a\ bisognerà cnmbinrc x in (t 
^ella formola precedente , e si ollerrà 
mpeìjìcie del\a sfera =faT:aàx = %ic{u^^ af 

= = /|'5ra’. 

Si può ancora trovare la superficie- 
dei cilindro retto , puicchè, essendc\ questa ge- 
nerata dalla rivoluzione del re\taugolo AKOB. 
(Fig. aa) eseguita intorno all’ asse AB, si^no 
BA =u , AÈ — b; allora 1’ equazione della ret-, 
la EO sarà r=ò, e perciò si avrà dj" = o; so- 
stituendo questi valori nella formoli (78), essa, 
lùduccsl ^ tiT.b>\x , ed integrando si ha 
yòir Ada? == airirc -j- O, 

Su %i prendu l’ integrale definito tra’ Uoiil( 
j? = o , ed x—a^ si troverà 

superficie del cilindin = ‘xtbci = •x'Kb.a-=. 
ciìvoììferenzi^ della base per V' altezza. 

Per riguardo alla superficie del cono , essendo, 
questo solido gerteralo dalla rivoluzione del 
pj triangolo rettangolo Ì)GA (Fig. io) intorno 
'l’asse DA, siano DAc=rt, AC=c A ; allora l’equa- 

A 

zioitc di D.C sarà r= -r ^ l questa equazione, 

a 

differenziata da 

A A’ 

òj=: r-dcc , e dj-’ = -;dci?’i 

sostituendo nella forinola (78) i valori. <Ji J » 
e di Ay , si Ila 



fzi:rV'Àx‘ - fAj' ~ fiv ^ AxV, a" -+• A’ 
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bx^ 

~v — -y c prcndeudo 1’ inle-? 

graie deOnito tra’limui j: = a, si ha 



superficie del conQ=-a-^v/a* -f- 

? 

I — circojifGreii:^<;i ,Ch . — ■ 



Della cubatura tlif* solidi di rivoluzione. 



\ 

07Q. Sia V il volume generalo, dalia rivo- 
luzione dell’ aja n^istilinea abb'^' intorno aU 
l’asse AX (Fig. ai) ; se l’ascissa ap' s= jr di- 
viene (tp" = X h \ il solido di rivoluzione 
crescerà di quanto è il cqrpo generato dalla 
rotazione del trapezio mislilineo p'b'b'fp'^ ini 
torno dello stesso asse. Or poicchè il volume 
generato da abb'p' c una funzione dì JTjpjoi- 
ch’ esso aumenta e diminuisce , come cresce 
o diminuisce x, ne segue che il volume ge- 
nerato da abb"p" sarà una funzione di 
€ per cQnsegùcn:^a esso avrà per espres- 
sione 




d*v h' 
.da?’ a 



+ ec. ; 

t. 



sicché , toltone il volume generato A&abb'p\ 
che ahbiauio indicato con v , si avrà 

volume generalo da p'b'b"p" — 



Fig.av 
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, CALCOLO inXLGKALE 

dt» dV /t’ 

— A + — - + ec. 



dx’ a 



r* 



Or essendo questo volume compreso tra* 
cilindri generali da rettangoli p'b" , p"ù' , 

' diiTcrirà da uno di questi cilindri meno dr 
' quello die i cilindri non diderisLono tra loro; 
sicché, se si può dimostrare, che il rappor- 
to di questi cilindri è l’unità nell’ipotesi del 
limile, lo sarà a più forte ragione quello del 
corpo descritto da p'b'b"p'‘ ad uno di questi 
cilindri. Ciò posto si ha evidentemente 

cUindìX) descritto da p'b'‘ h)yh.'^ 

dlindt'o descritto da p"b' — vijxyh ; • 
sicché il rapporto di questi cilindri è 

ifry ' 

facendo /i = o , si vede che questo rapporto 
riducesi all’ unità ; dunque lo stesso avverrà 
del rapporto del volume generato da p'b'b"p" 
a quello del cilindro generato da p“b‘. 

Or questo rapporto è rappreseolalo da 

di' d’-y h* do dV h 

• — h q . — q- ec. = 1 h ec. 

dar da: 3 da: do:’ a 

i:{Jxyh 

sicché nell'ipotesi del limite si avrà 

do 

dx 
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0 CtX^ CBB. de'' SOLtm SI UTQC. 
dir 

di» cuisi tira— = ; 

ed io fine dv = vy*Ax: , . . (8o) 

S71. Si perrerrebbc allo stesso risultamen- 
to per mezzo della considerazione degl'infini- 
temente piccoli ^ poiccliè il volume MON 
(Fig. a 4 ) esser considerato come diviso 
in istrati di un volume infinitesimo per mez- 
zo di piani perpeDdicolaii alP asse di rivolo- 
zione: uno di questi^ eh* è F elemento cbl cor- 
po, può esser considerato come un cilindro, 
la cut base è il cerchio descritto da JT » e ebe 
ba per altezza la spessezza alt rappresentata da 
dx; perciò questo elemento ha per espres- 
sione lijr^àx 

Sja. Applichiamo questa formola alla de- 
terminazione del. volnme dell' ellittoide allun- 
gato , che vien generato dalla rivoluzione del- 
r ellisse intorno al sno asse maggiore. £ poic- 
chè 1' equazione dell* ellisse riferita al centro 

ò* 

preso per origine è jr *= “C"* ' — •2^*) » biso- 
gnerò sostiluire-questo valore di j* ncUafor- 
mula <n^*dx, e si avrà 

A- 

Z|7^^x = «: — (a* — x*)dx ; 

integrando si troverà 

h' r X* \ 

= a*x ^ 1 -f C ^ . .(8t). 
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Ci ICO lo INTlGRilE, 

Supponiamo che l’ integrale sìa nullo al pun-» 
^ìj.mIo a , (jFig. 22), oi^e è 0^=: — a, si avrà 

r- * 3 
t. = 7r — . — a.’: 

. .. •rt’ 3 ’ 

sostituendo questo valore di C. > equazione 
(IJi) dìveriù 

' b‘ A ^ \ 

Facciamo irf seguito ar = rt, per aver l’inte- 
grale defililo cuiapreSo tra,’lioiiO Jf= «, x == — 

si otterrà . . 

J'Kr ùx — v — . T-ah 

. . a' 5 , 

Questo ii volume dell’ eililtoide allun.^ 
gaio. Se A= 3 <* , questo vol-ume diverrà quel- 
lo della sfera , ed avrà per espressione 

4 2 2 

~ «•«’=: ^ tea' .vi^To del cilindro circoscritto 
^ o ^ 

PetQrminiaiuò ancora il volume del parabo- 
loide dì rivohizioue. A tal oggetto , prendia-r 
JE\io per gerierelrice la . paraì^tpla di tutti gli 
ordini ; 1 ’ equazione di questa ci darà 



jr — ax'*' ; 

sostituendo questo, valore nella formola (fe) ^ 
otterremo 

“ mte(i'x~' 

V = ftea'x ■' Jx = ^ 7 c 

2 rt ^ ni 



DELLA €«B. DE* SOLIDI DI ’EIVOL. ^9$ 

t*er delermitiare la costante , supporremo che 
ir volume sia miHo all’ orit>ine, ov’ è a: = b: 
allora avremo C= o. Nel caso della parabola 
ordinaria , si ha m = 2, 1 , sicché 



x' cc X 

v= -rn’-— 

2 2 2 

Or essendo ir/* là superficie del cerchid , il 

cui raggio è PM , l’espressione — if/’;j: rap- 

mcsenta Ja ^ictà del cilindrò descritto da^ìc*^ 
cPMP' che gira intorno l’asse delle ascisse: 
sicché il voltiiue della parabola ordinaria è 
la metà di quello del cilindro circoscritto 
i^Noia quinta) 



Della cubatura de* corpi terminati dà sùpet'- 
_ficie curve ^ per mezzo d* integmli doppii. 



** SjSi Proponiamoci di determinare P e- 
spressione del diiferenziale di un Volume ter- 
minato da una superfìcie la cui equazione è 
datai Sia EDCB (Fig. 44 ) volume cdm-Fis.44 
preso nell’ angolo degli assi coordinati Ax , 

A/, Az y e terminato da un piano DGC pa- 
ralelo a quello delle jrz\. se x diviene x^hy 
questo volume si aumenterà di uno strato, la 
cui spessezza sarà h ; e chiamando V' cioccliè 
allora diviene il volume si avrà 



-et} 



... dV , d’V /i’ d*V 

àx dj:’ 1.2 dx’ 1.2.0 

e lo strato DD'CC'FG sarà rappresentato da 




tsS CklXMJ* ìktwgmèix ' 

V V — - Ji-\- “^i**”* *i" J 3 * ' rr'^'^ 

dj7 ex 1-2 ex’ 1.2.A 
nel caso del limite , ijuesta equazione ei da 
V' — V _ dV 
h dx 



. . (Si). 



Abbiamo già fatto conoscere i due metodi de* 
limiti , e degl’ inllnitamente piccoli , cosicché 
non temiamo di offendere il rigore matema- 
tico , se impiegheremo qui delle considerazio- 
ni tratte da quest’ ultimo , onde, méttere pià 
in cheiro questa materia ; in seguito si potrà 
senza difficoltà ritornare al metodo de^ limiti. 

dV ^ . 

1.’ equazione (3i) ci mostra che — « il coef- 
ficiente differenziale, che determiua il volume; 

dV 

perciò il differenziale è dx; questo diflfc- 

dx 

sale non é altro che uno strato infinitamente 
sottile DD*CC*FG, la cu i spessezza è dx. Se 
in questo strato si fa variare r , esso diver- 
Tebbe infinitamente sottile uei senso delle j'*, 
come lo è già in quello delle x, e perciò es- 
so si ridnrrà ad un piccolo prisma elementare 
1D*KF , la cui altezza sarà z, e che ‘ avrà per 
base FGKL=dxdr; sicché si avrà 

d"V • 

dxdf=zdxdj- ‘ • • 

■dxdj^. , 

equazióne, che darà 

_ 
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COBiTtIRi PER MEIEO MCt' ISTECRAtl DOPPlI 1^7 

Sostituendo a z il suo valore tirato dall’equa- 
zione della curva, questo sarà in generale 
Tina funzione di jc , e di ^ , che ^ rappresen- 
teremo con M , ed avremo 
d*V 

574* Per determinare il volume , per mez- 
zo di questa espressione, scriviamola così 

djr = Mdj ; 

La notazione del primo membro di questa 
equazione ci mostra che si è giunto all’espres- 
sione del differenziale di - — , riguardando jr 

da? 

come variabile, ed x come costante ; sicché 
!a stessa ipotesi dovrà aver luogo allorché per 
una operazione inversa integreremo; ma al- 
lora or trattata come costante potrà far parte 
della costante che si dee aggiungere all’ in- 
tegrale. Sicché riguarderemo in generale que- 
sta costante come funzione di x ; rappresen- 
tandola con X , avremo per mezzo di una 
prima integrazione 

^=yl«dj + X . . . (8a). 

Per eseguire la seconda integrazione, osservo-' 

dV . . 

remo, che la notazione - — mostra che il dtf- 

do: 
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ferenzìale del voluoie debba esser preso ri* 
guardando a: come la sola variabile; dobbia» 
pio dunque conservare la stessa' ipotesi neJ- 
r integrazione ; perciò rappresentando con Y 
'la funzione di J" , che rimpiazzerà la costan- 
te ; c moltiplicando pre lirninarmerite per do: 
per cambiare il coefficiente differenziale in 
differenziale troveremo 



V =/d^/Mdj+ X) .+ Y. 

3y5. Essendo arbitrario 1’ ordine delle in- 
tegrazioni , possiamo indicare nel segaenté 
modo le operazioni fatté . 

V =ffzdjràx . . . (83); 

3j6. Per dare un’ applicazione di ’queslo 
metodo^, proponiamoci di trovare il volante 
della sfera , la cui equazione sia 
ai’ -{- -h z’ = /■’ : 

da questa equazione si tirerà il valore ci z , 
che sost imito nella formola (83) darà 

ffz dxòy , c^àyfzdx 

' ^JAjfdxirF^x^-^ . . . . ( 84 ) 
riguardando come costante j ed indicando 
.con A’ ,la differenza r ’ — ■ jr' , eh’ è essenzial- 
. mente positiva < poicchc r è sempre maggió- 
re di ^ , troveremo primieramente integran- 
do per rapporto ad x 

fixy~ r* — j:* — jr' = fàjóy^ A’ — x^ ; 

ór f da ciocché si é detto nell’ art. nSa, si hd 



fdxf^ A’ — x^ = — y — nf’ 

3 
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H A'arc^scn = 

« mettendo il valore di A' , si trova 

r-’ ^ x' -—jr’ tz —’y ' /•* — x' —j ' 

I 2 

+ +Y;... (85;. 

Per prendere l’ integràle definito, osserviamo, 
eh’ essendo la costante ^ rappresentata da ÀP^ 
(Fig. 4^) , tiitt’ i punti , che àndiaind à de- 
ierminare per inèzzd di questo integrale, deb- 
bono avere le loro prujezioiii sulla direzione 
di PM; poiché uno di questi punti a piacere 
avendo la variabile z per ordinata ; avrà AQ; 
é QN per le altre due coordinate , ed allora 
QN sarà eguale alla costante AP , e P altra 
coordinata AQ diretta nel sènso di X potrà 
essere rimpiazzata dà PN ; di sortaché coiì- 
tàndò le X. sulla retta PM , le jr saranno co- 
stanti ; prcndeudò dunque 1’ integrale da P 
fino ad M, cioè .da x=o fino ad x = PM 
~ » sosti tdirémo successi varhenfe ad 

X nel secondo membro dell’ equazione (85) i 
Valori x=-y~f^—y^i X =0 ; e tògliendo il 
secondo risUltameuto dal pnind , troveremo 

integrale definito— — (/•* — /^a’rc(sen == i); 
a 

èd osscrvarido' che l’arcò, il cui seno è i,è' 

9 
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il quadrante rappresentalo^ secondo l’uso, da 



ir 

— 5 si avrà 
2 






I ijp 

integrale definito = — (/•=■ — j’). 

'.a j 

sostituito questo valore di fiiivy~ x’ — V* 
nell’ equazione, r 84) , si a/rà \ ' 

1 ' 

' =' r ('"-^-0 + ■ 

ed integrando 8a j = o fino' ad j'= r,' si' irò- 

Tale sar^ il volume che poggerà sni quarto 
tH cerchio ABC , e che sarà perciò 1 ’ ottava 
parte della sfera (^Nota quarta') 

Della quadratura delle superficie ourve^ per 
mezzo dégT intégrali doppii. 

. ■' 

577. Sia, (Fig. 4 ^) EDCB =;S una super- 
ficie curva , e supponiamo che 1’ ascissa x si 
autnenli di ^ j qiic^la superheie diverrà 

q , d\S 

^ * 7 " ^ * 4 * — •+- ^ • 

' dx ■ dx’ 2 ■ : 
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e nel caso del limile il rapporto dell* accre- 
scimento .della funzione S a quello dalla ?a- 

r dS 

riabile x si ridurrà a d’onde si conchiu- 

dx 

dS 

derà che il differenziale è — ^dx ; questodif- 

ferenziale sarà Vappresentato nella figura dalla 
zona DD'CC' di una larghezza infinitamente 
piccola. Se in DD^CC^ si fa ora variare , c 
che j divenga ancora infinitamente' piccolo < 
la zona DD'CC' si ridurrà à DD'Il', ed avrà 
per espressione. 

d^S 

dxdj 

Or la superficie DD'JI' essendo infinitamente 
piccola, può esser considerata come piana j 
perciò moltiplicandola pel coseno della sua 
inclinazione 7 sul pianò delle x'y , essa egua- 
glierà dxdj: {nota quinta'^ ; sicché avremo 

DD'l'Ico;> ^dxdj"; 
o' 

d’S 

^^dxdjcory = Axòfi 
da cui si tirerà 



dxd^ co.' y ' • ' 

Per determinare il valore di 7, sia Ax -f- IBy 
Cz -f- D=:o l'equazione del piano tangen- 
te; sappiamo che questo piano fa con quello 
delle xj" un angolo dato dall’equazione {no- 
ta sesta) 
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COf> =. 






'dz Y 
dx) 



Sicché se consideriamo Ax -{-Bj- -j- Cz -j- B = 0 
come l’ecjuazione del piano tangente al ptiA-> 
to della iiiperficic curva , la cui p rojezione 
c dxdj" , avremo 

Per determinare i coefficienti differenziali ^ 
che entrano in questa espressione, osservere- 
mo , che nel punto che consideriamo , il pia- 
no tangente si confonde colla superfìcie cur-> 
va, di cui ne rappreseniere mo l’equazione con 

. dz dz 

z — f(dc^ r); perciò i valori di — , e di-—, 

da: dy 

che entrano nell’ espressione cof^ dehbonor 
essere riguardali (art. 76), come gli stessi di 
quelli , che si dedurrebbero immediatamente 
dall’ equazione z— Sicché dopo aver 

fatte queste sostituzioni , s’ integrerà due vol- 
le l’equazione (86) moltiplicata' per dxd^- , 
operazione che indicheremo , come precedeit- 
temente, con un doppio segno d’ inicgrazipney 
ed avremo 



s + (I) + (^) ■ 

S78. Per dare un applicazione di questi 
fonti ola , cerchiamo di determinare 1’ espros- 
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sione della su perfide della sfera^ Sia la sua 
equazione 

+ 7 * + 2’ = ^’ • • • (87) f 

difTerenziandola , e dividendo pec a, si avrà 
xàx + 7 dj -f- zd2 = o , 
dalla quale si tirerà 



X V 

dz = dj? — —d?"; 



i. -> 



pere IO Sara 

dz a: dz y 

dar - * d?' 2 ’ 

Sosliluendo questi valori nell’ es pressione 

+ (■^) ’ 

e perciò avremo 

» $ * 

-ff- rd.rd^‘ . 

meltendo il valore di z, si avrà 



V. + ^1) + 
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t f* rdxàjr 

J xJ V' — oc' — r‘ 



J . 

3yy. Per lare |e ìiuegrazioai indicate, scrU 
"vcrenio 

ed osserveremo con ciò che dobbiamo comin-> 
1, • 

ciare per integrare r espressione- : 

considerando x come lasoU variabile; facen-; 
do dunque, come qui sopra 

= A% 

ed integrando , dietro 1’ art, 374 , avremo , 
dopo di aver aggiunto una costante funzio-= 
ne di 

dj;- X 

— = arc.sén h 1 ; 

y - a:' a 

sostituendo ad A il suo valore, e prendendo 
in seguito l’integrale deliiiiio da = o Uno 
ad ne verrà 

y '* d.r • , . I . 

— = arefsen = i)= - circonfe-> 

y~ 4 

rema =. — : questo valore soslilniio nell’ e- 

r\ 

quazione (88) , ci darà 

f*/* /drd.r I 
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cliinniaiulo X la costante, clic dee riguardar- 
si come iuiizioiio di x \ in sognilo jirc uden- 
do l’integrale deilnilo tra’ limili y—o^y = /•, 
trovefeuM) infine 



f* /d.rdr 




Questa sarà la parte della superficie sfcnicaconi- 
presa nell’angolo formato dagli assi eoordhia- 
ti rettangolari x , j 2 , cioè 1’ oltavn' parte 
delia superficie sferica 



DelC integrazione (Ielle (imzionì di dui: 
variabili 

odo. I due metodi priiieipali , elio s’ im- 
piegano per giungere ad integrare l’ eijuazjo- 
iii difrereiiziali , le quali conlengmiO due, u un 
maggior ninnerò di variabili , consistono 1 “ 
nella separazione delle variabili , per poter 
in seguito loro applicare i motodi usati per 
una sola variabile ; a“ nella ricerca de’ fatto- 
ri proprii a rendere un differenziale esatto. 
Ecco perchè ci andremo ad occupare succes- 
sivamente di questi due metodi. 



Della separazione delie variabili ; deW equa- 
zione lineare di prirrd ordine ^ e delle pro- 
prietà delle funzioni omogenee . , 

I 

o3i. Abbiamo veduto che ogni differen- 
ziale, per essere integrabile, dovea essere 
della forma : perciò si lioycrebbero de- 
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gii oslacoli nell’ integrazione ' tli una equa-' 
zione f se essa ra cc li iu desse » de termini , 
djc 

pome j:’d:?r, •TJ'dx , • — ecc. Intanto non si 

. J 

potrebbe conchiudere, che l’integrazione pon 
e praiicahile, poiché se, per mezzo di opera- 
zioni algebriche, potesse ridursi ogni terra ine 
a non contenere, che una sola variabile,!’ in-' 
tegrazione potrebbe formarsi in seguito. L’ e- 
quazione ■xdj- j'dx = o è in questo caso : 
infatti se questa 9 qua*zione dividevi pqr x.r , 
essa diviene ^ i ^ 



dy d.r 

-j : = o ; 

J ^ 

pd integrando essa 

logx-blogj = C, 

e rappresentando pon A il numero , i^ 
logaritmo è C , si avrà 

!pgr + logJ? =l9gA ; 

p perciò 



= logA ; 

passando a’ numeri si ha 

A 



39» Sia r cquazionp più generale 
9 jrdj- -|- F/d a: = o : 

per separare le variabili, questa equazionp si 
dividerà per , e si otterrà 

d^ _ d.r 
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equazione, nella quale le variabili sono se- 
parale 

• 585. Per darne un esempio, propqnian^W^ 
d’ integiàre 

X*) =àjc}^f: I 

dividendo per (i ,* si avrà 

df dx 
f^jr ” 1 -f X’ ■ 

^ j 

fid integrando qoesU\ equazione, si ayrà 
arc.tangx C. 

384 l^e variabili potrebbero ancVie sepa-. 
Tarsi per mezzo della divisione nella fojf- 
Tnola 



(fX.Fj.dx -}- CfX.VjrAj— o ; 
a tale oggetto , basterebbe di videte per 
e si avrebbe 



A A 

r~ dx = -;— . djr= o, 

9'x rj 

<^uesto metodo è applieabile all’ equazione 

x’jdx + ( 5 j -f \)àjV = o ; 

poiclic se si divide per yy~ x’ , si avrì^ 



585 . L’ integrazione potrebbe ancora elfct- 

tuirsi , se I’ equazione proposta raccliindesse 
più di due variabili, e die si potesse ridurla 
a non conlcueie io ogni membro-, che -de’ 
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differenziali , l’ iniegraic de’ quali è nolo , 
come sarebbero, per esempio , le funzioni 

jràx — xAr , 

— » ^dj + jdj: , ecc. 

le quali lianno rispettivamente per integrali 

586 . Vi è un equazione importante , nella 
quale la separazione delle variabili si ottiene 
con un metodo ingegnosissimo ; essa è la sc« 
guenie 

àjr + Pjyd.r ^ Qda:'= . . (89). 
nelle quali P e Q sono funzioni di x. 

A tale oggetto si farà jr eguale al prodoltr» 
delle due indeterminate X. ^ e z ^ ciocché darà 
7— zX, dj=zdX+Xdj;; 

sostituendo questi valori nell’ equazione (89), 
si trasformerà in 

zdX -j- X (dz “b Pzd.r*) = Qd x. 

Essendo X arljjtraria, questa funzione si de- 
terminerà , eguagliando Ira loro i termini che 
non sono sotto la parcsnlesi, ciocché decom- 
porrà 1’ equazione precedente in queste due 
altre 

X^dz + Pzdj^) = o , zdX == q.ìx ; 
la prima da 
dz 

■7- = — Pdj? , o logz = _ Jpdor; 
o, osservando che loge=: 1 j 
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— /Pdx 

logc ^ — /"Ptl =: loi^e ; 
passando ai numeri , si ha 

z — c 

dalla seconda equazione si lira 



dX = 



QdvT 



/Pd* 

=; Qc djc ; 



ijg 



sicché sarà 

/Pds 

X:^/Qe dx+C; 

questi valori di z , e di X , messi nell’ equa- 
zione 



la trasformano in 

-,/Pd*/i /Pdr 

^•=e f/Qe dj? + C 

Questa equazione porta il nome di equazione 
lineare di prini* oì'dine ; ne vedremo la ra- 
gione nell’alt. 44^ 

087. La separazione delle variahili può sem- 
pre l'arsi nell’ equazioni differenziali del pri- 
mo ordine a due variabili , quando esse sona 
omogenee. Un’equazione omogenea e quella 
nella quale luti’ i termini considerati per rap- 
porto alle variabili , liaiino la stessa dimen-< 
sione ; cosi 1* equazione 

ajc'jr^ + -j- =: o 

è un* equazione oinogciiea , poirebè essendo 
lu somma degli esponenti di jc ed j in ogni 




vi V 
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termine, estuale a 5 , tuU’ i prodolti , 

, c€. , sono ciascheduno di cinque di- 
mensioni 
L’ equazione 

— bx^y^ -f- cy* = a 

è anche omogenea , poicchè la somma degli 
esponenti delle variabili in ogni termine è 8. 
La variabile x non entra peli* ultimo termine 
dell’ equazione , ma può essere conside^r^la 
come elevala alla potenza zero 

588. Sia , in generale , z una funzione 
di j? , e di ^ composta di termini omoge- 
nei , come ec. Se 

indicheremo con n la somma degli esponenti 
di X, ed Y , in una di questi termini, in 
\irtù deir omogeneità , avremo 

p + q z=. n , fj' ~r fj' =n , p" q" =n ec. 
Ciò posto, se di''idiamo tutt’ i termini per x" 
1’ egualità sussisterà ancora , cl termine Ax^j 
diverrà 



AxPj'l Ay'l 



X' 



x-P 



Ay’i 

x’i 






^•iocchè dicesi d* questo termine, polendo ap- 
jjklicaiisi a tutti gli altri , avremo 



( 9 ^ 



e facendo— qiie.sta equazione diverrà. 



X 



x^Fq - z ; 
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eijitiazione che può scriversi cosi 
Qj:" = z I 

chiamando Q la funzione rapppresentata daF^i 
389. Esaminiamo Ora l’equazione diffe- 
Cenztaie 

Mdjc+Nd/==o 

hella quale i cocffìcienli M ed M sono fun- 
«ioni omogenee delle due variàbiii jc ^ ed jr 
di una dimensione n. 

dividendo questa equatione ptìtj::", essa po=- 
tra mettersi sotto la forma 

,(^)dx+F(i)d^=o; 



Y 

e se facciamo— = z , questa equaziohe diverrà 
x . . 

dr^z + d^Fz = o , 

o piuttosto 

dy 

<fjs + Fz— =r O . . . ( 91 > 

ax 

Per eliminare totalmente y per mezzo del- 
r equazione"— 7 = z o, piuttosto jr = xz diffe- 

renzieremo questa ultima equazione , fed ot- 
terremo 



dy xdz 

da: da: ’ 

questo valore riduce 1’ equazione (91) a 



*4* tAtCOtO INTECRAtS 

?= + F»(^+^)=o. 
da cui si (ira 

.rdz ^ (ifi + zFz) 

~ ~ Fz Fz 

e separando le variabili ^ 

da: dzFz 

a: (fz-fzFz* 

e perciò 

Ioga: 

Quando T integrazione si sarà'fatlà, don si 
tratterà piu die di sostituire nel risultanaento 
a z il suo valore 

ogo Prendiamo per esempio F equazione 

xjàx : facendo 7= io;, tro- 
veremo 

àj =: zdo:+ xàz ; 

c sostituendo questi valori. Inequazione di- 
verrà 

x^zdx -f- a:’dzra z’o:’da: -|- zx'òx ; 

fiducendo, e dividendo pel fattore comune a-’, 
si otterrà 

a:dz = z’do: : 

questa equazione divisa per xz^ da 
d.r dz 




cd integrando si avrà 



^ dzFz 
•' «y 



+ C. 
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Ioga: |-C= |-G=: — - +C. 

. - r j. 

X 



Sgi Prendiamo persecondo esemp io 1’ equa- 
zione 

x^ + xr 

aj —jàxi 

X—jr 

facendo scomparire il denominatore , si vede 
che lutt’ i termini di questa equazione han- 
no due dimensioni ; perciò supporremo^ =: za:; 
sostituendo questo valore di j- nell’ equazio- 
ne precedente , e riducendo , si avrà 



dr (i— s) 

da:"" ^(i-fz) ’ 

sostituendo a^ il suo valore tiralo dall’e- 
da: 

quazione j = z a: , si avrà 

a:dz (t— 

Z -f. - — = z ; 

da: I -f z 

facendo passare z al secondo membro , e ri - 
ducendo allo stesso deqominatorc, si troverà , 

X 2Z‘ 

ed in fine 
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>44. 

-4- C — — 4" log — 7 -j" 

yr % X 

** ogi Àllorcìife l’ èquarione, proposta oltre 
de’ termini + èc. , contiene 

dè’ poliiiomii coriie 

(M j:'/® + Nx*y*' 4* ecc)Mar , (Px*j" 

4- + etc.)*dr , 

le variabili saranno ancora Separabili, se si hà 

P + ^ =P' + 9' = + *')* 

= (< 4 - = +m‘)/ . . . ( 92 ). 

Per dimbstrarlo facciamo 

(r 4 f)A = n , (r' 4 * — n... (gS) , 

0 dividiamo per or" luti’ i termini del poli- 
homio 

4- Nor’^y®' 4 ®c.)‘ ; 

tjuesìo polinomio diverrà 



( 



Mary. 4- Nar"j®' 4" ®c* i i 



4 

X “ 



) 



My^ Nr®' , , 

= /— 4 + ecc.A ; 

V r-^‘ r-'-* / 



•t 



i 



òr 1’ ec|uazloni (g3) ci danno' 




i 
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sostituendo questi valori nell’ espressione pre>' ' 
cedente, troveremo « 

ciocche dimostra, che, quando l’ equazioni (^a) 
hanno luogo^ i poiinomii- elevati a dell? po- 
tenze riduconsi, come gli altri termini, a del- 

• y ' ' 

le funzioni di — . 

• X 

Quindi, facendo — = 



Z , 0 piuttosto J' =:ZJC f 

l’ equazione’ può ridursi ad una funzione di z.' 
Per darne un esempio sia 

4 ?d^— ^jrdx= — j-” (94): 

Questa equazione scritta cosi 

'* l 

—f’x°dcc = — x'/’)”, 

diqiostra che Inequazioni (91) sono soddisfat- 
te ; perciò faremo, y nzzx ^ e si avrà 

' - djr * da 

ox^ ’ ^ dx 

sostituendo questi valori nell’ equazione (94)» 
riducendo , e dividendo pel fattore comune < ’ 
Si avrà 



-» » 



io 
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e perciò si avrà ' 

dar dz 

" T“ìri- z’’ 

integrando , si troverà , art. ay 3 

log.r = arc(sen p s) -f- C ; 
o, rimettendo il valore di z , 




095 In generale , *juando si ha una fun- 
zione omogenea delle variabili .r; r, 2, ec ; 
si piiò^ sempre separare una delle variabili , 
p. e , X , facendo z £=rrx,ec. (•) 



(’) Eccone Jl calcolo : sia -Jr Nr/y 
4-Pdz=o, «n’ equazione omogenea^ nella qua~ * 
/è M , , P , siano funzioni delle tre varia- 

bili X , y , z ; queste funzioni M , N , P con- 
terranno termini della forma . 

BxP'yi'z''-', Cxr"yq"z'^" , e si avrà p+q + r =3 . 
P* + q* + 1 * = p''+ q"+ r" = n;oe in uno di • 
questi termini, per esempio, in Ax^y'iz'^, si so- 
stituiscano i caiori y=lx, z=ux, questo ter- 
mine diverrà . . 

Axi'miu’‘x^=-xP+i+', Al‘iu’'= x"At'iii‘' ; 
fivendo^ luogo lo stesso per gli altri termini , ‘ 
se in essi si sostituisca il valore di y , e di z, 

/’ equazione Mc/x -j- Nr/y -j- Vdi — o avrà x" 
per fattore comune; supprimendo questo fat- 
tore , essa prenderà In forma • 
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094 Qualche volta s’ impiegano esponenti in- 
determinati 'per rendere un* equazione omo- 
genea : sia p. e. 1 ’ equazione 

-j- ùx^djc + cx^dj' = » ; 

si supporrà jr = z'' y e còme l’esponente k 
non è una Variabile, ma una costante inco- 
gnita, si differenzierà per 1 ’ art. 21 ^ e si 
avrà 

dj — kz*-‘'dz , ed j”* == s‘“ ; 

sosiltocndò si otterrà 

az^'^x^dx bx^dx -f- àkx'iz^"~‘di = 0 ; 
innesta equazione sarà omogenea , se si ha 
km -{• n=:p y 1=^; 

eliminando 1* indeterminata A , si trdverà 



9(t , tì)</x -f- F(t, u)£^.tz -f- f(t , u)</.ux =0 ; 
edy eseguendà le differenziazioni indicate , si 
avrà 

9(t , u)rfx 4- F (t , u)(t«^x 4- xdt) • 

f(t i u)(urfx 4 " = o » '■ 

d(dld' quale si' otterrà 

[9(t, u) 4 - lF(t , n) -I- uf(t , u)yx 
= — xF[(l , u)c?t 4 f(t > u)rfu] ; 



e perciò 
dx 



F(t , u)dt 4 f(t » u^u 
‘• 9 (t , u) + tF(l , u) 4 uf(t j u; 



». 
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equazione di condizione , che dee aver luo> 
{> 0 , affinchè T equazione proposta possa ren- 
dersi omogenea colla soslilazione di r=z 

•>y5. Esiste, sulle funzioni omogenee, un 
teorema importante, che .fidiamo a dimostra- 
re nel seguente modo.- 

Sia iMdo: -f Ndr il differenziale di una fun- 
zione omogenea z di due variabili x ad / ; 
se ’rapprescutiuino con n la somma degli e- 
sjmheuti delle variabili., in uno de’ termini, 
che compongpno questa .funzione , avremo 
r equazione 

► ' ' Mdj: Nd_^- = dz . . (^S). • 



V 

' — Facendo — = ^ si troverìr, (art. 387)“ 

X 

.^ostitnendo nell^ equazione (gb) ad y il suo 
valore qx ^ e chiamando M', ed N' ciocche 
allora divengono M, ed N, 1’ equazione (gS) 
si trasformerà in ^ . 

M'da: N'd.<jro: = dz ; , ^ ^ • 

« sostituendo il valore di z , si avrà 

M'dvC -j- N'd.(ya: = d(Qzc“) - . . (g6) ; 

essendo qi\x‘-\- xAq il differenziale di qx f 
se meltenno questo valore in luogo di ùi.qx\ 
avi^^io' ' ■ 

(A? +,IN'.7)<l.r 4- N'xd7 = d(Qa:") ; ’ 
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or (M' -j- N'^/)dx è il differenzinle di Q.l" 
preso per rispetto ad x , siccliè sarà 

M' -j- N'^ = nQx^~' ; 

se si rimette in questa equazione j in luogo 
di fjx , essa diverrà 

M + = nQo:"- , 

o , 

Mar Nj- = nz. 

396 Questo teorema può applicarsi a delle , 
funzioni omogenee di un numero qualunque 
di variabili, poicfcliè se si avesse, per esem- 
pio , r equazione 

Mdo: -f Nd^ -f Pd^ = dz 

nella quale la dimenzione fosse sempre n , 

T ^ 

basterebbe di fare— =*7, — == v , per diuio- 

X X 

strare con un ragionamento analogo a quello 
die abbiamo adopralo , clic debba aversi 
z=x"F(<7,7-) , 

cd in seguito 

bl;' -f ^ix -b Pf = iiz. 




• « 
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I fio 

Delle condizioni d' inlegmbililà delle funzioni 
di due variahiLi — Inie^i azione delle fun- 
zioni , cliQ soddisfano a queste condizioni — 
Micerca de' fattoti proprii a rendere inte- 
\p'ahiii [ equazioni , che non lo sono imine- 
diataniente. 

597. Allorché si ha un diffcronziale Mdj? 
+ Ndj=Q , non si può sempre conchiu- 
dere die vi è un’ equazione , la quale dif- 
ferenziata dia il proposto differenziale, poiché 
se 'si differenziasse, per ese.npio P equazione 
J\x , e che si avesse ;«do: + ^^d^ =0, 

si potrebbe questa equazione moltiplicare per 
una funzione di j? , ed ottenersi un’equazio- 
ne Mdo:-b Nd/ = o , i cui coefficienti M , N 
sarebbero differenti da w» , ed n; perciò l’e- 
quazione Mdjr -j- Ndj- = o non potrebbe 
essere il risultumento della sola diflcrenzia- 
zione di 

/(^, r) = o. 

Lo filesso avverrebbe , se 1 ’ equaziope , , , 
itìfìx'^ này=o si combinasse arbitrariamente col- 
1 ’ equazione primitiva f{x^ P®*' esem- 

pio eliminando uno o più termini tra . . . 
mdj:-l- này t= o , e f{x , j') = o , si potrebbe 
ottenere un’ equazione 

M'd.r-1- iS'dj'=: o , 

nella quale i coefficienti differenziali M' edN' 
sarebbero differenti da m , e da n. 

398 Un’ et|uazione come TOdx-f ndj' =0 , 
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clu3 SI è ottunata culla sola di(tVrciiz.iit7.i()iK: 
si distingue col nome di dii't'eren/.iale esatto; 
sarebbe lo stessa di ogni altra i'uirAÌone dit- 
lerciiiiale che non fosse eguale a zero , ma 
che fosse stata trovala col solo mozzo dólia 
differenziazione. Qiiamlo un’ equazione diffe- 
renziale Mdj; + Nd^'=: o, non è un diffe- 
renziale esatto , non si può presumere d’ in- 
tegrarla, che dopo di averla resa un diffe- 
renziale esalto per mezzo di qualche opera- 
zione preparatoria. 

3gg Eulero ha prima di tutti lisoluto que- 
sto problema importante. 

1. '* Dala un equazione differenziale , àeler- 
minare come si può conoscere , quando è 
differenziale esalto 

2 . “ Qual è il mezzo d'integrare questa e- 
quazione ? 

Prima di dare una soluzione di questo pro- 
blema , ricorderò, che, dietro la iiuslra con- 



venzione, (art» 5i), 

ca che la funzione s 
ferenziata per rispetto 



P espressione — — c’ imli- 
d.r 

di .r, ed 7 ” è stala dif- 
ad a.- e divisa per dxC*) ; 



("') Sia dz— Arfx -f- Bi/y -f- CJt, ec. il dif- 

ferenziale compiuto di % ; il rapporto— j- non e 

altro , che il coefficiente differenziale A. Se 
. si cenasse il rapporto di Adx-l-li./y + C//iec‘. 
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ds 



in seguito se la stessa funxione — • si diffe* 

dx 

renzii per rispetto ad un’altra variabile , e 
^i divida per , spriveremo il risullamento 

d’2 

di questa operazione così •; — - . Se al con- 

àxajr 

trario si fosse preso da principio il coefficien- 
te differenziale di z per rispello ad , e poi 
per riguardo ad a:, il risullamento di que- 
sta operazione si sarebbe scritto cosi 

d*z 



d/dx 

Quando z è una funzione di tre variabili 

, . d'z 

X , r , M , un espressione come - in^ 

djrdydrt 

dica che il coefficiente differenziale di z ò stalo 
primieramente preso per rispetto ad x; quindi 

il coefficiente differenziale di per rispetto adj; 

dx 



e, di non potrebbe esser ruppi esentato da-j-\ 

in questo caso il rapporto del dijfcreiìziale 
compiuto a di si scriverà in una dtiie se~ 
guanti maniere 
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d’* 



« finalmente il coefficiente differenziale di- 

dxdr 

per rispetto ad «; Siroilmenle l’ espressione 

d’z . . . . • 

; — : — indica che sono siate fatte cinque dif- 
dx*d/^ ^ 

ferenziazioni successive sopra z , le due prime 
per rapporto ad a: , e le tre altre per rap- 
porto ad I 

4oo Ciò posto il teorema di Eulero riposa 
sulla seguente proposizione dimostrata nel- 
P art. (lai). 

Se SI ha una funzione z di due variabili x , 
ed y ^ e ch^ si prenda il coefficiente diffe- 
renziale di z, primieramente per rispetto ad x; 

f/z 

che indi il coefficiente differenziale di -^ — si 

prenda per rispetto ad y , si avrà lo stesso 
lisultamenlo come se si fosse primieramente 
preso il coefficiente differenziale di z per ri- 
spetto ad y ed indi il cofficiente dfferen- 

rfz . . , , 

ziale di — - per rispetto ad x ; ciocche si e- 

spnme coll’ equazione 

d’z d’z 



àxdjr d/djc 
4oi Se si ha per esempio, z=x*4-.rf , 



SI trova 



dz 



dz 






€ perciò 



iS4 
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d'z d’z 

da.dr drtlx 



4o2 Ciò posto si;i z la funzione , il di cui 
differenziale è Mda,-+JJdj; si ha 

dz dz 

“*=dS’'^=d7- 

La prima di xjuesle equazioni differenziala 
per rispello ad j- , darà 



dM _ d’z 
d^ dordj" ’ 

la seconda differenziata por rispello ad x ^ 
darà 



dN d’z 
dx dj dx ’ 

essendo identici i secondi termini di questa 
equazione , ne risulta 

dM dN 

d7= 

tutte le volle che avrà luogo questa equazio- 
ne di condizione y il proposto differenziale 
sarà esatto 

4o3 Cosi si conosce , per esempio , che l’ e- 
sprcssione (ax — ,r)dx — xdjr è un differen- 
ziale esatto ) perchè 



dM dN 




L* esprcsssiune . 
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. (r^ + 5x’)dx -f (5^’ + axf)iìjr 
è anche un differenziale esatto , poiché 



dM dN 




4o4 L’ equazione j'dj? — a:d 7 ‘= o nou ò diA 
ferenziale esalto, poiché 



dM_ dN 
àjr ’ ^ d.r 



— i: 



Infatti (questa equazione deriva da quest’ altra 



jàjc — jcdf 




trovata immediatamente per mezzo della dif-* 
ferenziazione , nella qnale si è soppresso il dir 
visóre comune ; restituendolo si avrà 
AT * AT ^ 1 . dM dN 

M= — j -IN = , c la condizione’— = — 

, ^ àjr àx 

sarà soddisfatta. 



4o5 Proponiamoci ora d’ integrare un’ e- 
spressione differenziale a due variabili , do- 
po averla riconosciuta esatta. A tale og- 
getto, osserveremo primieramente che quando 
una funzione ? di .r ed ha dato per mez- 
zo della differenziazione , Mdjf-j-Nd^, il ter- 
mine Mdj? si è ottenuto, riguardando^ co- 
me costante. Perciò quando integreremo la 
parte Mda:, la costante che aggiungeremo , 
potrà contenere j-, e rappresentandola con Y, 
salvo, se il caso 1’ esige , a riguardare Y come 
una costante ordinaria , scriveremo 
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u~fì>U]x + Y = o . . . (98). 

-Questa equazione essendo quella , che per 
mezzo della diltcrcnziazione, ha dovuto dare 
Mdx+ Ndr = o , ne segue che, N non è al- 
tro , che il coefllcientedifferenziale di y’Mdx-f Y 
preso per rispetto ad jr. 

Facendo questa difterenziazione, avremo, 

_ à/Mdx dY 

da questa equazione si tira 

dY _ - d/Mdar 



1S = 



ed integrando 



dj ^ dj 

àfm. 



questo valore diY^ sostituito nell* equazione 
(98), ci da 



Bisogna osservare , che N — 



d/jkld 



X 



dj 



non 



contiene x, poicchè questa espressione inol- 
tiplicata por óy doe dare por integrale una 
liinzione Y della sola variabile jr 

4 oG *' Per diniostrare , che 1 ’ espressione 

-, dJSlJ^- 

ìN non e una funzione di x , pren- 

d/ • . 
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. deremo il coefficiente differenziale per riguar- 
do ad or, ed avremo, 

dN d(d/Md]r) 

da: djydar 

e cambiando 1 ’ ordine delle differenziaziotii , 
la seconda parte di questa espressione diverrà 



(loo); 



d(d/Mda:) 

àxàjr 




or r inlegrale Aldo: essendo stalo preso riguar- 
do ad a: , il differenziale di jM.Ax , relativa- 
menle alla stessa variabile x , sarà Mdo: ; 
, d/'Aldx . 

sicché sarà = M» aocchè riduce 1’ c- 

do: 



( àfMàx \ 

J 



spresSione 



dj 



dM 



sostituendo 



questo’ valore nell’espressione (loo),-. avremo 



dN dM 




or que^.a quantità è nulla, dietro l’equazione 
di condizione d’ integrabilità , sicché sarà an- 

d/Mdx 

che nullo il differenziale di N pre- 



so per riguardo ad a:, ciocche dimostra che 
questa espressione non contiene x 

4<>7 Per mezzo della formola (98), si può 
integrare ogni funzione di due variabili, che 
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che soddisfa alla condizione d* intcgrabilitilv 
Prendiamo per esempio, 

(6xjr^ — j’)dx + 

Paragonando questa espressiobtì alla formola 
Mda: 4 - Ndj* , abbiamo 

6xjr — j’=M , 3 j 7* — = N . . . (loa)i 

Perciò la condizione d’integrabilità è sod- 
disfatta , perchè si trova 



dM 

4r 



=z 6x-^ a/: 



•dN 



dj ' dx* 

integrando P espressione (6xjr — ■jr’‘)dx 
l’ inotesi di r costante . avremo 



Y%aX^ 



Jìildx=f(6xjf — j^’)do:= Sx'jr — y*x; 

sostituendo questo valore , e quello dì N neU 
r equazione ( 99 ) , avremo 

M= 3xy j'x 



La parte affetta dal segno d’integrazione ridu- 
cesi , dopo di aver eseguita la differenzia-^ 
zione indicata, a 

f(^X‘ 2.xy — "hx* + axy^djr ; 

e togliendo il segno d’ integrazione, si ha un 
differenziale , i cui termini si distruggono ; 
risulta da ciò che 1 ’ espressione rappresenta- 
ta da 




d(5xy-y'x) 



] 
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integrazione de’ diffeteozìau esatti iSg 
è costante , giacché è costante ogni quantità 
il cui clificrenEiale e nullo; segue da ciò che 
r integrale cercalo è ’òxy. — costante 
4o8 In vece d’impiegare la formoJa trova- 
la nell’ articolo precedente , si avrebbe potu- 
to fare il calcolo dirctlamente nel seguente 

S’ integrerà l’espressione (io) riguardando r 
come costante , e si avrà ’ 

y Mdx =/(6jrj — y*)Ax + Y ; ■ . 

o 

« - ’ixy-y'x + Y , , . (io5) ; 

differenziando questa equazione per riguardo 
®d ^ ^ si otterrà 



= 3 a:* 2xy + — >. 
àjr «ir 



é 4 



(io4) 



f , d« 

non essendo altro — , che H coefficiente di 
dx 

djr nell’ espressione (loi), avremo ancora 

dtf 

^ = 5x--t,xr, ■ 

paragonando questi due valori di si avrà 
dY 

= o e perciò Y = costante , sostituendo 

ad Y questo valore nell’equazione (io3) tro- 
veremo 

tt = 3xy — jr'x costante 
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4 oq Sia ancora la funzione '■* 

+ 3j-*)dx 4- (ix'jr + 9-3'^’+ ; 

se si paragona all’ espressione Mdx+Ndj^, si 
troverà 

M = 2j’x + 5 /* , N = ax’/+ 9x7’ +. 87* ; 
e come si ha 



dM dN 

— . = 4 rx + 97’= 
àj 



dx’ 



la funzione proposta è un differenziale esat* 
to. Integrando per riguardo ad x , avremo 

_/Mdx=7*x’-f 37 *x + Y , 
o 

u =7’x’ 4 - 07’x 4 - Y ; 

differcrizìanda questa espressione per, riguàrdo 
ad 7, si otterrà 

du id(7*x’ 4- 37’^) • dY - . 



du 

da un’ altra parte rappresentando il coef- 

d 7 

fidente di d7 nell’ equazione proposta avremo 
ancora 

du 

— = ax ’7 4 - 9J7’ T 87 ’ ì 
. du 

da questi dcre valori di— si tira quest’ equa-i 
zlone 
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+ 3r’.r) dY 

■- dP +-^ = 2 o-*j+9^j*+8/' 

e facendo la differenziazione indicata per ri- 
guardo ad j , si ha 

, " dY ' 

^jr’x d- — = 90 J* + 8j* ,> 



equazione che riducest ai 



sicché Sarà 




3 ^ 



Y =/8j’dj = !tj^ + C ì 

e perciò r integrale cercato è 

u r=^’a:“ -f 5j-^x -f- aj"'* -j- C. 

4io. Si è veduto (art. l\oo) y che I’ equa- 
zione ^djc — xdjr=o non era differenziale 
esatto , perchè avea perduto il fattore coma- 

«e 1; Si vede dunque cho possono esservi 

delle equazioni , le quali , come queste , non 
Sono immediatamente integrabili , ma che lo 
diverrebbero, si vi si potesse ripristinare un 
tal fattore. 

4ii Sia in generale 1’ equazione . 7 . 
l*dx-|- Od^=: o, eh’ è un differenziale esalto, e z 
sia il fattore comune , che per più generalità 
supporremo una funzione di .r, ed j"; avremo 

P = Ms , Q = Nz; 



Se questi valori si sostiluiscan o nell’ equa-' 
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zione precederne , il fattore cumnne z scom- 
parirà , e si avrà • 

Mdj: -f- Ndj =: o . . . (io 5 ). 
L’equazione Pda:-fQd/=o essendo un dif- 
ferenziale esatto per ipotesi , si avrà 

dP _dQ 

d^ -da:* 

sostituendo a P , ed a Q i loro valori , questa 
equazione diverrà 

dMz dNz 
dj- dr 



e sviluppando si troverà 



Mdz zdM 
dj djr 



Ndz zdN 



da; 



+ 



da: 



. . (106). 



412 Quando il fattore cumiine z è costan- 
. dz dz 

te, essendo nulli — e ~ , l’equazione (106) 
df dx ‘ 

diverrà 



dM _ dN 
' djr dx 

e perciò resta soddisfatta la condizione ne- 
cessaria , affinchè l’equazione (io 5 ) sia un 
differenziale esatto. Ma quando z è funzione 
di X , ed f; la determinazione di z dipende 
dall’ equazione (io6j ; or questa è più diffi- 
cile ad essere integrata di quello rlie lo è 
la proposta , la quale non racchiude che il 
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solo coefficiente differenziale — , mentre Te- 
da: 

quazione (»o6) contiene i due coefficienti dif- 
. dz dz ... 

icrenziaii - — ; ^ e tre variabili a:, r . z. 

do: dj* » a » 

4 i 3 Se T equazione è onaogenea , è faci- 
lissimo di determinare questo fattore ; poiché 
sia Mdo:-}-Nd/— o un* equazione omogenea, 
che diviene integrabile per mezzo della mol- 
tiplicazione di un& funzione omogenea z di 
tr, e di/; indicando con» T integrale dei- 
equazione zMda: zNd/ = o ^ si ha 

zMda: -|- zNd/ = da . . . (107) ; 
questa equazione essendo omogenea , se ne 
deduce , (art. 3c)4) 

zMo: -f- zN/ = mz * . . (io8) ; 

Or se /» rappresenta la dimensione di M, e ^ 
quella di z, la dimensione di uno de* termi- 
ni zMo: , zNr sarà m^-{- A-f i ; sostituito que- 
sto valore a ^ n nell’ equazione precedente , 
si avrà 

zMo: -|- zN/ = (m -f A- + i)« ; 
dividendo per questa l’equazione (107), tro- 
veremo 



Mdo:-l-Nd/ All 1 

Ma: -|- N/ u m-{- k i 

Il secondo membro di questa equazione , es- 
sendo uu differenziale esalto, tale dee essere 

anche il primo ; d’ onde segue che 






r 

\ 



. i 1 



I 

» 

f 
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flee essere un fnlloru proprio a rendere inlc- 
grabilc T equazione omogenea Mdj: Ndy =o 

4i4 Se il fattore comune z , che dee ren- 
dere omogeneala proposta, è solamente funzio- 
ne di a: , si ha — s=o , ciocché riduce T e- 

quazione (106) a 

zdM _Ndz dN 
^ dx dx * 

da cui si tira 





Ndz 


XdM 


dNX 




SLc 




dx/ 


c perciò 








À 


<dM 


dN X 






' •BT" 

dy 


da: 1 


jdjr . . . (109) ; 


* V 


< N 


y 


1 


integrando 


si ha 










^dM 


dN s. 


logz 


= / 


( Ar 


d.r J d^ 




J 


V““ 


N y 




-fi' 


XdM 

\ày' 


dN\ 



moltiplicando per loge , cambiaqdo il coeffi- 
ciente di loge in esponente , e passando a* 
numeri , si trova 
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m 

ày 




Zt=3 e 



. . . (no): 



iG5 



Sicché non si tratterà più che di moltiplicare 
1’ equazione proposta per questo fattore z, af- 
finchè essa divenga un differenziale esatto. 

4 i 5 - Sia , per esempio jrdjc — xAj — o ; 
si ha 

dM dN 

djr da: ’ 

cioccliù riduce 1' equazione (109) a 



/ dz ^2dx 



da cui si ha integrando 

logs = — alogj: -f. logC = — Ioga;’. 

•f logC= log^ 



X 



c passando a numeri, si trova z = ; perciò 

x' 

espressione differen- 

3C 



ziale esatto 

Si pnò trovare un’ infinità di fattori , 
che hanno la stessa proprietà. Infatti sia s un 
fattore , che renda esatta 1’ equazione . . . 
Mzdx -j- Nzdj^ = o ; rappresentando con u 
1’ integrale di questa equazione , avremo 

Mzda; -|- Nzd/ = d« ; 



j66 càlcolo ihtegràle 

moltiplicando i due membri per olterrema 
<fa(Mzdx + Nzdj) = 9«di/, 

La forma di 91/ essendo arbitraria , possiamo 
fare, per esempio', , ed allora est 

sendo au'du un differeu'^iate esatto , lo sarlt 
parimente 

2M’(Mzdx + Nzd_^) = au’du: 
sicché il fattore azM* avrà la proprietà di ren-s 
dere integrabile 1’ espressione 
Mdx + Ndj- = o. 

Si vede che si possono fare sopra u infinite 
altre ipotesi. 

Delle condizioni integrabilità delle funzioni 
di tre e di un maggior numero di variabi- 
li. Integrazione dell* equazioni di tre varia-, 
bili,, che soddisfano a toh condizioni Del-, 
l’ equazione di condizione che ha luogo » 
affinchè V integra^^ione 4 ^ 11 ' equazioni diffe- 
renziali a tre variabili dipenda da un fat-, 
tore comune , e de* mezzi di soddisfarvi , 
quando questa equazione di condizione rion 
esiste. 

417. ** Proponiamoci di determinare la con-- 
dizione d’ integrabilità del differenziale di una 
funzione di tre variabili 2; rappre- 

sentando questa funzione per u, avremo 

diz = Mdx -1- Ndj^ -|-Pdz • * » 

sicché sarà 
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*‘= di’ 

Queste equazioni possono combinarsi a due a 
due in tre modi differenti 



du du 

i.“ T- = M , e — 
dx oy 



N 



du du 

a.® 7- i= M , e ~ 

dx dz 



= P 



d« àu „ 

3 .“ — = N , c -p = P. 

dj ds 

418. Con una dimostrazione analoga a 

quella, che abbiamo addotta precedentemente, 
si dedurranno da queste equazioni queste 
altre 



dM 

‘Ir 



dN 
dx ’ 



dM 



dP dN 
dx’ dz 



dP 

Ajr 



... (112) 



In generale , se vi sono n variabili , si avran- 
no tante equazioni di condizioni, qiiap li pro- 
dotti distinti a due a due possono dare que- 
n(n — 1) . • j- 

ste variabili , cioè — - equazioni di con- 

dizione. 

419. Quando il differenziale d« è nullo j 
l’equazione (m) riducesi a 

Mdx + Nd/ -j- Pdz = 0 ; 

mettiamola sotto la forma 
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àz ~ mdx ndjr . . . (ilo) ^ 

facendo 






N 



= — m\ — = — n 



• • (»« 4 ): 



Or se rigiiarfliamo zcoinp funzione di x edj^ 
potremp trattare 1’ equazione (m^)» come se 
non racchiudesse , che queste due variabili j 
perciò la coedizione d’ integrabilità si lidurrp 
a quella dell’ art. 4 p* » cioè bisognerà che il 
differenziale di m , preso per riguardo ad j , 
e diviso pel 4iffcrcni''3ÌG dj questa variabi- 
le sia eguale al differenziale 4> ” preso per 
rispetto ad a; , e diviso per jo. Per otte- 
^ liefe quest’ espressioni , osserveremo , che la 
-, dm 

prim^ non sarà solamente "r- ; ma dovrà 

dj 

avere un secondo termine proveniente dalla 
differenziazione della variabile z , riguardata 
come funzione di jr ;• questo termine saràdun- 

dm dz 

que rappresentato , (art. a4) , da 

Ciocché dicesi del differenziale compiuto pre- 
so per riguardo ad j dovendo applicarsi al 
differenziale compiuto preso per rispetto ad Xy 
1’ equazione di condizione (97) , (art. 4°^) 
sarà nel presente caso 

dni dm dz d« òn dz 

djr dz djr dj; dz dx 

trasponendo, ed osservando che dietro 1’ e- 
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dz dz 

Quazione {ii3) — =*"*« e r-. ““ 

Qx dj- 



iflg 



dm dn dm d« 

5^-SF + '‘dT-"’7. = “-'‘'^> 

Or differenziando Inequazioni (ii 4 )'* diclfp 
y art. 19 , si La 

'Àj • 



dn 




^ ,,, dP 

^ dx ”^dx 


dx 




P' 






„ dM dP 


dni 


. N 




tiz 


P 


P> 



dP 



dn _M ds‘ 

Ttl 

dz P P> 

sostituendo questi valori nell’equazione (u5)i 
riducendo i due ultimi termini, e sopprimen- 
do il denominatore comune P* , troveremo ^ 
f^ambiando luti’ i segni, 

„ dM dP „ dN 

^ ~df 17“ 
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N-- + M 
oz 



dN 

dz 



O 



(iiG), 



Questa, è Kequaaione di condizione , che dee 
aver luogo , at'fiuchè s possa essere conside- 
l'ala come una funzione di due variabili in- 
dipendenti or ed ^ , cioè affinchè possa es- 
servi un’ equazione finita tra queste tre varia- 
bili ; Perciò se si prenda ad azzardo un’ equa- 
zione Mdx -f* Ndj" Pdz=io tra tre va- 
riabili, prima di sapere se l’equazione (ti&^ 
è soddisfatta ; non si potrà dire che una del- 
le variabili è funzione delle due altre : ciò 
dimostra clic 1’ equazione* differenziale propo- 
sta richiede necessariaiuente l’ esistenza di una 
certa equazione tra -jt , z, o in altri ter- 
mini , che questa equazione differenziale al>- , 
bia un* equazione unica per integrale. 

4^0. Un’equazione differenziale a tre va- 
riabili, per la quale nor* ha luogo 1’ equazio- 
ne (ii6), era prima riguardata come assur- 
da o alriteno come insiguifìcaute ; il Sig. 
Monge dimostrò die si era in errore , come 
anderenio- a vedere. 

4'ii. Quando 1’ equazioni (m) non sono 
soddisfatte , se rapjn-eseutererao eoa a. il fat- 
tore adattato a render esatta 1’ equazione dif- 
ferenziale Mdj: Ndj’ -f- Pdz, 1’ equazioni di 

condizione (iiz) diverranno 

dxM_dAN cIaM _ dA? cIaN_. d^? - 

d.r ’ dz dx " d:; dj- * 

facendo le diffcreiiziazioui indicate , si Uà 




Digilizfd by Googli 



fPTBG- DELLE FUMZIOKI DI TRE VARIABILI Ì]f 




Se la pròna di queste equazioni si moltiplica 
per P , la seconda per — N, e la terza per M, 
e dopo si sommino, ì termini che non sono 
tra le parentesi si distruggeranno ; essendo 
P equazione divisibile per x , questo fattore! 
^comparirà , e resterà 

dr do; dz ' 



dP 

+ N ^ +M 
ax 



dN . dP 
dT-“ !?=■’'• 



eh’ à l’equazione (ii 6 ), che abbiamo veda-, 
to esser necessaria , affiuchè una delle varia- 
bili sia funzione delle due altre : risultamen- 
to ebe si accorda con questa ipotesi , poiché 
se la proposta potesse divenire integrabile col- 
la restituzione di un fattore , essa naenerebbe 
ad uDu c(^UcLZion 6 unicfl Ita oc ^ y ^ z, eejua- 
zione che sarebbe contradittoria con ciocché 
precede , poiccliè una delle variabili sarebbe 
funzione delle due altre. 

42». Esaminiamo in qual modo si può de- 
terminare P integrale , quando 1 ’ equazione 
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(li6) è soddisfatta. A tale oggetto riguardia- 
uio sulle prime z come costante iieli’ equa- 
zione Mdx + Nd^ 4 -Pdz =0 , e chiamiamo a- 
il fattore atto a rendere questa equazione un 
differenziale esatto: ue rappresenteremo 1 ’ in- 
tegrale per V , ed allora V sarà in generale, 
una funzione delle tre variabili _^,z; que- 
sto integrale dovrà essere completato da una 
costante arbitraria funzione di z , che dise- 
gneremo con fz , di sortachè si avrà 
• V -j- ^z = o 

Il coeniciente differenziale di questa equa- 
zione preso per rapporto a z , dovendo esse- 
re identico al termine che moltiplica dz nel- 
la proposta , bisognerà che sia 

dV d^_ 

dz dz * 

da cui si avrà 

/ dV \ 

d,= =^P__^a.. 

Come il primo membro di questa equazione 
non contiene ch<^ z, il secondo dee ridursi ad 
una funzione di z, che, integrata, darà il va- 
lore di (fz. 

423. Sia, per esempio, l’equazione 
rzdo: -|- xzdf -f- xjdz = 0 ; 

jntegrandoj'zdx+ j?zdj^ , con riguardare zcoiUQ 
costante , si troverà 

zxj z = 0 ; 
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(jiiesta equazione differenziata per cappono as 
divisa per dz , e posta eguale al coeflìciente 
di d2 della proposta , ci darà 

di^iz 

xy + — = xy; 

az 

sicché sarà 

d^s 




e perciò r= costante ; dal che dedurretno 
- xyz-\- C per l’ integrale della proposta, come 
dovea essere 

4^4 Sia ora l’ equazione Mdj: -f Ndy-|-Pdz = o 
tm’ equazióne differenziale , per la quale 1’ e- 
qnazione di condizione (ii6) non Ita luogo : 
indichiamo con ^ il fattore atto a rendere 
• solamente integrabile Mdj: + Ndj , presa con 
riguardare z come costante , e moltiplicando 
la proposta per questo fattore; avremo 

KMda: -f- ^Ndj + >^Pdfe = o . . . (117); 
integrando la parte xMdx + vNdj nell’ ipote. 
si di z costante , 1’ integrale che otterremo' 
potrà essere rappresentato , come nell’ artico- 
lo 4*'i » da 

V -f ijfz.- 

Il differenziale di , questa equazione essenjdo' 
preso per riguardo alle tre variabili , non ne 
potremo conchiudere la sua identità coll’ c- 
quazione (117), poiché questa non può na- 
scere dalla differenziazione di uu’ altra; d’ on-' 
de segue che 1’ equazione 



Digitized by Google 




*54 



CALCOLO integrale 




doz 

dz 




8) 



non può sussistere che per mezzo di una con- 
dizione indipendente dall’ ipotesi , nella qua- 
le l’equazione (117) derivi da una sola.e- 
quazione differenziata. Come non abbiamo 
altro scopo che quelloo^i soddisfare l’ equa- 
zione (»i7)i usciremo da questa ipotesi, e 
stabiliremo arbitrariamente tra le variabili 
X, j , z la relazione (n8) ; allora 1’ equa- 
zioni • 



dV d(^z 

V-f ^2 = oe — = xP c - . (119) 
dz dz 

insieme soddisferanno l’equazione (*17), dif- 
ferenziando la prima dell’ equazioni (119) ed 
unendola alla seconda ; infatti il differenziale 
di V -f- (^)Z preso per rapporto ad x ed ad n. 
darà i termini xMdx-f-xNdj, e la seconda 
deir equazioni (119) moltiplicata per dz darà 
il valore del termine* xPdz. 

42.5 Prendiamo , per esempio, 1 ’ equazione 

j djr + zdx = d2 ; 

se z si riguarda come costante , il fattore 
proprio a rendere integrabile la parte . . 4 
jdj + zdx, è z ; perciò avremo 

a^dj" -|- azdx — adz = o . . < (lao). 
Questa equazione sarà soddisfatta dal sistema 
delle due seguenti 



jr'‘ 7.ZX -j- ^Z =0 , 




•+2 = 0 ... (i ai) 
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Infatti la prima differenziata per rispetto a 
tutte le variabili darà 

yrdjr -f. »zdjc^« aordz + da =o ; 

da 

tirando da questa eqnatlone il valore di 
"^y^y + azda: , e sostituendola nell’equazio- 
> questa si ridurrà a 




equazione soddisfatta in se stessa , in virtù 
della seconda dell’ equazioni (121). 

426. L’ equazioni (»2i) ci mostrano chela 
forma della funzione 92 è assolutamente ar- 
bitraria , e che perciò se si fa, per esempio, 
» il sistema dell’ equazioni 



+ 2zar + z’ = o, + 3 z* — a = o ...(122) 

anche sarà soddisfacente 

4 ^ 7 * Per mezzo di queste , due equazioni 
tra tre variabili , si potrà costruire una curva 
a doppia curvatura , che soddisferà alla pro- 
posta in tutt’ i suoi punti, ma se invece di 
prendere , si prendesse un’ altra fun- 

zione di z per ^z si determinerebbe un’ altra 
iirva a doppia curvatura , die soddisferebbo 
egualmente alla proposta , d’ onde segue che 
1 equazioni (121^ rappresentano una serie 
di curve a doppia curvatura , che soddisfa- 
no all’ equazione proposta e che sono le- 
gate tra loro dalla proprietà comune, che le 
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loro equazioni non dilVeriscono che per gl? 
d<^z 

termini , e — - 
ds 

Teorica delle costanti arbitrarie 



4a8 Data un’ equazione tra le variabili a:, j 
costanti, differenziandola , si otterrà • un’ e- 
qiiaZione , che dovrà contenere il coefficiente' 

differenziale , di sorta che queste due e- 
dx 

quazioni potranno rappresentarsi cosi 

. r) = « . = “• • 

Le variabdi j e le costanti avendo in queste 
•• equazioni gli stessi valori, possiamo in gene» 
rale eliminare tra esse una delle, costanti; di-« 
co in generale , poiché vi sono de’ casi par- 
ticolari , ne’ quali questa eliminazione diver-' 
rebbe impraticabile; per esempio , se si aves* 

• V 

Se 1’ equazione j = ax + ^ >e perciò — ^ =a y 

la costante n potrebbe eliminarsi, ma sareb- 
be impossibile di eliminar b per mezzo di 
queste equazioni, a meno che non si sup- 
ponesse una relazione data tra a^ e b. Que- 
sta osservazione basta per far comprendere 
il senso generale che dee darsi a tutta que- 
sta teorica delle costanti arbitrarie. Per ritor- 
nare al n.“ oseetto .eliminando una costante triv 
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i’equazioni (ia3), si otterrà un’ equazione di 
prim’ ordine , che racchiuderà una costante di 
meno dell’equazione F(j:,^) = o; se si dif- 
ferenzia due volte di seguito 1’ equazione 
F(j: , j)=o ; coolpreiidendovi questa stessa ^ 
si avrebbero le seguenti equazioni 



=o,F^x, 7, =o i 



Con queste tre equazioni si possono elimina- 
te due costanti , e come le equazioni sono 
stale tutte impiegate a questa operazione , 
quella che ne risulterà ^ dovrà contenere gli 
stessi coefficienti differenziali , e perciò sarà 
di second’ ordine ; ma essa avrà due costanti 
di meno dell’ equazione F(a? , j-) = o ; ed in 
generale si vede che l’equazione differenziale 
dall’ ordine n non può contenere che n co- 
stanti di meno dell’ equazione F(x , 7) = o , 
dalla quale deriva. 

429. Siano a f e 6 le costanti , che posso- 
no eliminarsi , per mezzo dèli’ equa'zioni(i24)> 
e che chiamansi costanti arbitrarie (*) ; se si 



(*) £'sse sonò così chiamate , poiché una 
qualujique di queste costanti può esser riguar- 
data còme proveniente daW integrazione di 
una equazione d^erenziale di prim' ordine. 
Infatti sia r equazione f(x , y , a , b ec') = o 
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elimina A tra F(j: , j) = o , e 1 ’ altra . j j 




^ > J 




= o 



, che deducesi dalla 



prima per mezzo della differenziazione , si 
ullerrà un’equazione differenziale di primo* 
ordine , che rappresenteremo con 



9 =0 . . . (ia5). 

Da un* altra parte, il risultamento dell’ elimi-* 
nazione di {t tra le stesse equazioni . ^ 4 

y> 

9 ^ ^ =0 • • ■■ (*26). 



430. Se , con un mezzo qualùnque , si giùn- 
gesse a trovare 1’ equazioni (is&) e (126) y 
si vede che basterebbe eliminare per mezzo* 



sé ne tifa <^(t , y, b , ec) a, c differenzian-^' 
do si avrà d<jf{% , y , b ec) = o ; perciò af 
può esser considerata come la costante arbi-^ 
iraria , che si itnhebbe alF integrale d.i . . ,■ 
y 1 h ce). Nello stesso modo ^ due qua~> 
limque di queste tostanti possono essere con- 
siderate come pTOvvenienti dalP integrazione: 
di un' equazione differenziale di second' ordi^ 
ne f e così in seguito. 
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di esse 



<kc ’ 



onde ottener 1’ equazione . . i 



F(o:, = 0 . Se si elimina la costante <i per 

mezzo deli’ equazione (lz5) , e quella che se 
ne dedurrebbe dalla differenziazione , e che 
parimenti si elimini b per mezzo dell’ equa* 
zione (ia6) , e quella che si otterrebbe colla 
differenziazione , si otterranno due equazioni 
di second’ Ordine , che non conterranno piÌA 
le costanti arbitrarie a, e che perciò do- 
vranno coincidere; altriment’ i valori di ed y 
non sarebbero gli stessi nell’ una , e nell’ al- 
tra; Segue da ciò, che un^ equazione differen- 
ziale di second’ ordine ^uò nascere da due e- 
quazioni differenziali di prim’ ordine , che so- 
no necessariamente differenti , poiché la co^ 
stante arbitraria dell’ una non è la stessa 
della costante arbitraria dell’ altra. 



_ .f ày d’r \ 

Rappresentiamo con /I — 1 = o, 

a uesta equazione differenziale di second’ or- 
ine , che deriva dall’ eliminazione delle co- 
stanti arbitrarie a, ò; 1’ equazioni (iz5), è 
(126) ne sono i primi integrali ; 1’ equazione 
primitiva F(j: , ^) =0 n’ é il secondo integrale^ 
43 1 . Applichiamo le stesse considerazioni al- 
1* equazione differenziale di terzo ordine : dif- 
ferenziando tre volte di seguito 1’ equazione 
r(ar , = o , avremo , comprendendovi essa 

stessa. 




iSo 






circolo IRTECniLE 

d> 



d’f 

do.’’ 



dx 

d 

’ djc 



0 = 



Quest’ equazioni ammettendo gli stessi valori 
per ciascuna delle tre costanti arbitrarie, che 
F(jc , ^) racchiude, si .possono generalmente 
eliminare queste costanti per mezzo di queste 
equazioni, ed ottenere un risultamcnto , che 
rappresenteremo con 

%’ d^’ B ° 

Questa sarà l’equazione dilferenziale di ter-* 
z’ ordine di F(j: , ^) = o , dalla quale si tro-* 
veranno eliminate le tre costanti arbitrarie ; 
reciprocamente F(x , ^) = o sarà il terzo in-* 
tegrale deli’ equazione (127)» 

45 z. Se successivamente si elimini ciascu- 
na delle costanti arbitrarie per mezzo dell’e- 
quazione F(x , j") = o, e quella che se ne dedur-*. 
rebbe per mezzo della differenziazione ,si otter- 
ranno tre equazioni di prim’ ordine , che saran- 
no i secondi integrali dell’equazione (127)- 
lufiiie, sé si eliminino due delle tre co'stantt 
per mezzo dell’ equazione F(j^ = o , e delle? 
altre, che sidedurranno per mezzo di due diffe-* 
renziazioni successive, cioè se si eliminino qui- 
ète costanti per mezzo dell’ equazioni 

, 7) =0 , F = o / 
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$i potrà snccessivamente conservare una delle 
eustanti arbitrarie nell’ equazione die si otter- 
rà , dietro r eliminazione ; perciò si avranno 
tante equazioni , quante sono le costanti ar- 
bitrarie. Siano dunque a , ò, c queste costan- 
ti arbitrarie ; T equazioni di cui parliamo , 
considerate solamente sotto il rapporto delle 
costanti arbitrarie, che racchiudono, potran- 
no essere rappresentate così 

^ Qy <^a=i o . . . (139). 



Como P equazioni (i»8) concorrono tutte al- 
r eliminazione , per mezzo delia quale si ot- 
tiene una di queste ultime , segue da ciò che 
r equazioni (129) saranno ciascuna del se- 
condo ordine; esse si chiamano primi integrali 
dell’equazione (la?). 

435, In generale, un’ equazione differen- 
ziale di un ordine n avrà un numero n di 
primi integrali, che perciò conterranno i coef- 

dy" d“~‘^ 

fìcienti differenziali da fino a j^, -- ^ , in- 



clusivamente , cioè un numero n— 1 di coef- 
ficienti differenziali ; e si vede che quando 
sono tutte note queste equazioni , basterà di 
eliminare , per mezzo di esse ,questi coeffi- 
cienti differenziali, onde ottenere P equazion& 
primitiva. 



Delle sohizconi particolari deW equazioni 
differenziali di prim’ ordine. 



454- Abbiamo veduto (arb 355 ), che im. 
integrale particolare polca sempre dedursi dai- 
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1 integrale compiuto , dando un valore con? 
venevole alla costante arbitraria , che ^ue- 
st ultimo racchiude : intanto non bisogna cre- 
dere , che, per ogni equazione differenziale 
proposta , il valore che può soddisfarvi, doir- 
pa sempre trovarsi compreso in uno di questi 
integrali particolari, Per esempio , se s>i aves-r 
se 1* equazione ^ 

xàx -f j-àf... (i3o) , 
il cui integrale compiuto è 

y-jrP— , 

^ che perciò, elevai’ a quadrato, diviene 
acj + o ... (i3i) ; 

egli è certo, che, dando a c un valore costante 
arbitrario , si otterrà un integrale particolare, 
che avrà la proprietà di soddisfare alla propo- 
sta. Vi ci si può ancora soddisfare per mezze 
dell’ equazione 

X’ +7’ = a’... (iSz) ; 

poicchè questa equazione differenziata da . . . 

■ xàjc:^— jrày ; questo, valore e quello dia:*-ly'* 
sostituiti nell’equazione (i3o), ne distruggo- 
no i due membri di essa; e pure 1’ equazione 
(i3a) non è compresa nell’ integrale compiuto, 
poiché qualunque valore costante si da a c 
nell’equazione (i5i), giammai questa equazione 
non potrà dare per risultamento l’ altra (i3a); 
poicchè, essendo la prima quella di una para-, 
boia, non può in vernn caso divenire 1’ e- 
qu azione (i5a) , che è quella di un cerchio . 

L’ equazione (iSa) , che soddisfa ^lla pro- 
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posta , Senza essere ^ rinchiusa nell’ integrale 
compiuto, chiamasi una soluzione particolare, 
o singolare della proposta. Clairaut , tìn dal- 
r anno 1704, avea osservato questo fatto , e 
lungo tempo si credè che tali equazioni non 
aveano alcun rapporto coll’ integrale compiu- 
to : La Grange ha fatto vedere , ch’esse ne 
dipendevano , ed a tale oggetto espose la teo- 
rica , che andiamo a sviluppare. 

435. Sia Pdo: -|- Qd^ o un’equazione dif-. 
rerenziale di prini’ ordine. Può concepirsi che 
questa equazione sia il risuhamenlo dell’ eli- - 
niinazioue di una costante c tra una certa e- 
quazione dello stesso ordine che rappresente- 
remo con Mdjf -|- Nd/=o, e l’ integrale com- 
piuto di questa F(ar , j , c) == a. Òr da che 
tutto riducesi a prendere la costante c in mo- 
do che 1 ’ equazione Pdx Qdj=: o, sia il ri- 
risultameuto dell’ eliminazione , si vede che 
egli è anche permesso di far variare questa, 
costante, purché 1 ’ equazione Pdo? -|-Qdr = o, 
abbia luogo: in, questo'caso 1 ’ integrale com- 
piuto , 7^, 6‘) =. o acquisterà una mag- 
giore generalità, e rappresenterà un iiifinilà 
di curve dello stesso genere , le quali differi- 
scono le une dalle altre per im peranietro , 
o sia per una costante. (Questa ipotesi è am- 
misibde , poiché qiuindo e data 1’ equazione. 
Pdar.-f- Q(^ — o , è ucllo spìrito, dell’ analisi 
di non rigettare alcun de’ mezzi che hanno, 
potuto produrre qAiesta equazione. 

456. Supponiauio dunque , eh’ essendo dif- 
ferenzialo P integrale compiuto ^ considerando <? 
CQIU.C variabile, siasi avqlo 
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Mdx-)-Ndj^ +Cdc = o . . . (i 35 ) , 

equazione che può mettersi sotto queste due 
forme 



dx+ -dj + -de =0 
_ do- + dj + - de = o. 






È ‘certo che se, restando M ed N finiti , Cde 
sia nullo , il risultaniento dell* eliminazione 
di e tra F(j;, 7^, e)=o, el’ equazione (i 33 ), 
sarà lo stesso di quello die tra F(ce, y, e) =0, 
e l’equazione Mdx -f- Ndy = o, risuUamento 
che per ipotesi è Pdj?-1-Qd>'= o, poicchè in 
questo caso l’equazione (i 55 ) non dll't’crisce 
dall’ altra Mdj:: -{■ =0, per la ragione 

che Cde è nullo ; ma la condizione Cde = o 
richiede che uno de’ fattori di questa equa-, 
^ioue si^ nqllo, cioè che sia 



de = o , o C = o. 

Nel primo caso de = o da e — costante^ come 
Ila luogo per gl’ integrali particolari ; nel se- 
condo caso l’ equazione C = o conterrà e , 
o ne sarà indipendente ; se essa contiene e , 
possono accadere due casi , a 1’ equazione 
C = o non conterrà che costanti , o questa 
equazione conterrà c con delle variabili ; nel’ 
primo caso, 1’ equazione C = o darà benanche 
0= costante \ e nel secondo essa darà . . . 
c=f{jc ^ (*) ; sostituito questo valore nel-. 



("t) Ben inteso che tjuesla equazione 
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1 * equazione F(x , y, c')= o , la cainUierà ia 
un altra t'uiizioiie di x , e di , che sodJi- 
■sferà alla proposta , senza esser compresa nel 
suo integrale compiuto, e perciò ne sarà una 
soluzione singolare ; ma si avrà un integrale 
particolare, se 1 ’ equazione c = f{x , r) si ri- 
duce ad una costante , per mezzo deli' inte- 
grale compiuto. 

437. Quando il fattore C =; o dell’ equa-» 
zione Cdc= o non contiene la costante arbU 
tra ria c, si conoscerà se 1 ’ equazione C=:o da 
luogo ad una soluzione particolare, combinan- 
do questa equazione coll’ integrale compiuto. 
Per esempio se da C = o si lira x = M, c che 
questo valore si metta nell’ integrale compiut 
lo F(jc , jK , r) = o si otterrà 

costante = B , o f^—Jy ; 

nel primo, caso C = o sarà un integrale parti- 
colare , e nel secondo una soluzione particola- 
re. Ecco in che modo credo che possa dimostrar- 
si : esaminiamo primieramente il primo caso; 
c essendo costante arbitraria, sostituiamo Ba c 
nell’ integrale compiuto; questo diverrà . . , 
F(x, B) = o; dunque, poicchè .r = M ri- 
durrebbe F(j 7 i y t c) = o a f = B, a? = M 
Cutnbievà F(4r , ^, B) = o in B = B ; ciocché 
annunzia che le or e le ^ si distruggeranno a 
vicenda; ma invece di tirare j:=M dall’ c- 
quazione C = o , per sostituirne il valore in 

, . . ' " ■ “ ' , J ' ■ — ' - ■ — ■■! 1 r— ■ 

fkiude come casi particolari quelle ove fosse 
c = fx , o c= fy. 
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F(X, J , B) = O , si possono eguagliare tra 
loro i« valori j? = M , x = N tirali dall' equa- 
zioni G t= o , e F(x, jTy B)z=o; e come que-* 
sti valori di x debbono essere identici y pos- 
siamo conchiudere che C=o, non è altro che 
ciocche diverrebbe F(j?, _r, c)=:o, cambian- 
do c in B; cioè che C = o è un integrale 
particolare. 

Nel secondo caso, in cui il valore x = M ridu- 
ce l’ integrale compiuto a c =fjr , se in que- 
sto integrale si cambia c in ff , si avrà . . , 
F(ar, y y fy')-=. o , equazione che diverrà i- 
dentica sostituendo M ad Xy poicche questo, 
valore riduce F(r, ^ , c) = o a c = fy. Se- 
gue da ciò che i valori di x dati dall’ equa- 
zioni M, e F(a:, y yfy') — o debbono es- 
sere identici , e che perciò identiche debbono 
essere parimente quest’ equazioni ; or la pri- 
ma essendo la stessa di C=o , questa equa- 
zione è dunque , nel caso presente , ciocche 
diviene 'F(j; •, y -, c) = o, qnando vi si cam- 
bia la costante c in , d’ onde si può con- 
chiudere che C = o e una soluzione parti- 
colare. 

458. Applichiamo ora questa teorica alla ri- 
cerca delle soluzioni particolari, quando è da- 
to r integrale compiuto. 

^ia 1 ’ equazione 

ydx—xdy=:a^dx‘ -}- dj' .... (i 34 ) * 

il cui integrale compiuto si determina nel se- 
guente mudo. 

^ questa cquaziouc si divide per di: , e sÀ. 
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e • 

faccia - — =pySì ha prima di liiUo 

(IvC 



jr — px-=ay 1 -fp’ . 



,8, 



(i55); 

differenziando per rapporto ad a: , ed a p 
si ha 

Ajr — P^x — -rdp = 



Vi.+r 

osservando che dj^=^da:, questa equazione 
ridneesi a 



jcdp 



fipàp 



e si soddisfa ad essa, facendo dp= o. Que- 
sta ipotesi da p = costarne — c , valore che 
sostituito nell’ equazione (i35), la cambia in 

j— cxzuajy 1 -4- c" . . . (i56). 

Questa equazione racchindendo una costante 
arbitraria c, che non era nell’ equazione pro- 
posta (i34), n’ è r integrale compiuto. 

439 . Ciò posto la parte Cdc dell’ equazione 
(i53) si otterrà differenziando 1’ equazione 
(i36) per rapporto a c riguardata come sola 
yariabile: operando in tal modo si avrà, 

aede 



xdc-\- 



y i + 



= o; 



perciò , ponendo eguale a zero il coefiìcien^^i 
di de , si avrà 
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xziz — . . . (iSy) 

Per sprigionar il valore di c, eleviamo que-» 
S}a equazione a quadrato , si troverà 
(i+c’)a:’=a’c’, 

’da cui si avrà 

x' a’ 

c’ = , i + c’=— r 

—X' a^—x' 



V'x + c^- 



a 



y — x^ 

eliminando il radicale dell* equazione 

per mezzo di quest’ ultima equazione, avremo 

— __ 

Sostituito questo valore, e quello di y~ 
nell’ equazione (i 36 ) , avremo 

x^ a' 

^ ^ ^x' y —■ x^ 

da cui si tira 

a' — x^ 



y - ya^^-x^ 

yà" — x' 



(’’) Non , abbiamo dato il doppio segno af 
radicale perchè, avendo e c se- 

gai contrarii all’ equazione (107)» burina 
che lo stesso abbia luogo nell’ equzione^xo'à^ 
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tBquazìone , eh* elevata a quadrato ci darà 
f' — a' — x' ; 

e si vede che questa equazione è effettiva- 
mente una soluzione particolare, poicchè, dif- 

jrdx 

ferenziandola , si ha dr = : qaesto \a- 

7 

lore , e quello di y~ x’ sostituiti nel- 

i’ equazione (i 54 ) , la riducono ada’ = a’ 
440. Clairaiit il primo osservò una classe 
generale d’ equazioni suscettibili di una so- 
luzione particolare; quest’ equazioni sono com- 
prese nella seguente. 

j=ir. + F('±V i? 

(Ix ^ \dx/ 

equazione che rappresenteremo con 

f=px-j-Fp . . . (iSg); 

differenziando troveremo 

, , , dFo 

ajr = pax -j- Xiip -| . da ; 

àp 

essendo dj—pdxy questa equazione ridu- 
cesi a 

A A 

xdp T —3 — d/7 = o ; 

« come dp è fattore comune , essa può scri- 
versi così . , 



-^d/7 = o,- 
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Si soddisfi» a questa equazione, facendo d/7=:o^ 
cioccliè da p= costante •= c; perciò sostituen- 
do questo .valore nell’ equazione (i3g), a- 
tremo 

y r= ex -{-Yc 

questa equazione è l’integrale compiuto del- 
la proposta, poicchè per mezzo dell’integra- 
zione vi è stata introdotta una costante arbi- 
traria c. be questa equazione si differenzia 
per riguardo a c , si avrà 




sicché eguagliando a zero il coelHcionie di de' 
si ha r equazione , 

ÒFc 

a: -h — = o 
de 

la quale per la sostituzione di c nell’ inte- 
grale compiuto, darà la soluzione particolare.- 



, DelF equazioni lineari 

44t*’'*Un’ equazione differenziale tta due va- 
riabili jr ed é lineare quando l’ espresioni 

dr d’j dy d"r , 

r,- 7 — , -- — , 7 — r* T — “ 0 “ sono eleva - 

dx dx’ dx» dx“ 

te , in questa equazione ^ che al primo gra- 
do ; perciò supponendo^ che B, C, D..N, X 
siano funzioni di x , 1’ éqtiazione lineare del- 
l’ ordine n sarà 



GuogU 
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»ELI.’ EQUÀZtOMI LÌNEAKI 

A^+B^+C^ 

da: do:’ 

d"j 






^ • • • <'^°) 



44^' Qnando questa equazione è di primo* 
grado riducesi ad 



+ B = X ; 

do: 

facendo scomparire il denominatore , e divi- 
dendo per B, può mettersi sotto questaforma. 

àj- -|- Pjdx = Qdo: , 

ed abbiamo veduto (art. 385) , che questa 
equazione avea per integrate 

— ypdx ✓ /p<i» \ . 

L/Qe do:+Cj. 

443 . Quando il termine in X è nullo nel- 
1 equazione (i4o) , se un numero» di valo- 
fi particolari p ^ a ^ r ecc. sostituiti succes- 
si vamente ad j , hanno ciascuno la proprietà 
di soddisfargli, basterà di moltiplicare p, o, ree. 
per delle costanti arbitrarie a , c, ec. per 
cqnchiudere che 1’ integrale definito compiuto 
di questa equazione è 



T b(j[ cr , ec. 

La dimostrazione di questa proposizion 
«endo la stessa per tiitt’i gradi, non 
neremo , che I’ equazione 
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Sosùtueiido siiccessivafnente ad / i valori ipo- 
tetici p, q t ed r, avremo ^ 

do 



do Q'O -rx “ V 

A7 + C-7-^. +D ^ = o 



dr’ , 



àx^ 
d/'* '' 



dr _dV- 

moltiplicando queste ti'e equazioni , la |)rimà 
per a , la seconda per b , la terra per c , e ^ 
sommando i risultaraenti » si trova ^ 

dr 



/do , , I \ 

A(«p + 37 + * dT 1 " djy 

/ d’ó , d’7 , V\ 

dorV ' 

( d’p d’o . dV\ 

Or egli è evidente, che questa espressione j 
eh’ è identicamente nnlla , è la stessa di qu**!- 
la, che si otterrebbe facendo j = 
nell’ cqlia2:ione(i4i); dunque questo valore Hi 
,y soddisfa T equazione (i4i) » e conie 



•e di 
essa 
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contiene tre costanti arbitrarie , peicìò è 1* in- 
tegrale finito comipiuto dell’ equazione (i4*)* 
444» Quando X non è nullo nell* equa- 
zione 

dy d’r d’y 

se si possono trovare tre valori particolari 
p , q , r, che sostituiti successivamente ad/ 
soddisfacciano ciascheduno all equazione 

di 

1’ integrale finito compiuto dell’ equazione 
(i4a) sarà; 

/ = ap + iq + cr . w . ( 144 ) ; 

ma allora a , b y c invece di essere costanti , 
saranno funzioni di a: , che tra poco impare- 
remo a determinare. 

445 * Per dimostrare questo teorema , diffe- 
''tenziamò l’equazione (i44)» ® dividiamola' 
•per d^r; avremo 

dr dp àg dr 

=za>^ + b-^ +c 

dx dx dx dx 

d<z Ab de 

■ ' +''dS + ?di + '’a^- 

Disponiamo delle indeterminate, a^b y c per 
mezzo di tre condizioni ; per la prima facciasi 
da dA de 

+'•.,- = “■••(■ 45 ); 

resterà 



dx 




ciLcoLo amictAtv 

dr ^ 1 ^9 , 



Una nuova differeniiazione ci darà 
d’y 
dx’ 



d’p . d’fl d*r dm àp 

a j- b -j— ^ + e '7—^ + 



dx’ 



dx* 



V dx* dx dx 



di éq de dr 

j — • • ' 

dx dx dx dx 

Per soddisfare alla seconda con dizione^ Saedamo^ 

drt 'dp’ di do de dr , 

dx dx dx dx dx dx 
resterà 

d’r d*p . , d*o d*r 

dx’ dx’ dx’ dx* ^ 

differenziando ancorai e dividendo per dx ^ 
si avrà 

£r=«£e +»£!+<, il 

dx* dx* dx* dx* 

da d’p di d*^ de d’r 

dx dx’ dx dx’ dx dx* 

Per soddisfare alla terza condizione, suppor-^ 
remo 



d’p di d^q de d’r 



do ^ , 

dx dx’ dx dx* ~ dx dx’ 



X 

dT 



... (» 48 ) 
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e l* equazione precedente diverrà 

dV à}p d ’/7 d’r ' X 

dx’ dx’ dx* dx* D 

Dico ora che il v alove jr = ap -{■ bq -{■ cr sod-* 
disfaccia all’ equazione (i4^) i poicchè sosti- 
tuendo in questa equazione ad jr il suo va-, 
lore , ed in conse^^uenza anche i valori de* 
suoi coefficienti differenziali, che abbiamo de- 
terminati , c cancellando i termini in X, che 
si distruggono , si troverà 




44 ^> Come non si sa se il valore dato ad^ 
fa scambievolmente distruggere tutt’i termini 
dell’ equazione (149), si tratta di dimostrare, 
che questa equazione è identicamente nnlla< 
A tale oggetto , soddisfacendo p , <7 , r al- 
l’ equazione (»4^)» s* 

. TX 

t r* • iT\ ^ 
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tir _ d*r _ aV 



■ 'di- 



X D or 

^ 1 ->3 



mollipUcando la pr’ima di queste equazióni 
ner fl, la seconda per è , e la terza per c , e 
sommando i risullamenli, si troverà un’equa- 
zione identicamente nulla , che sarà la stessa 

dell’ equazione (»49)' . , v . 

Aìx 7. Per determinare a, o. c, poiccue i 

da òb de 

coeffiÈienti differenziali non en- 

trano, che al primo grado nell’ equazioni di 
condizione (i 45 ), (*^7) » 0 (i4d) , possiamo 
eliminarne due , e troveremo 1’ altro in fun- 
zione deir espressioni ecc , che sono 



funzioni determinate di x, poicchè- si conosco- 
no p, r*, ece ; avremo dunque dell’ equazioni 
della forma 




db de 

d^ =^»’di 




d , f«: ■ 

da= Xjdi: ; = %'„àx ; de = X,„dx ; 

cd integrando, si determineranno a; />, c. 

448 Questo teorema è applicabile al caso ; 
in cui r equazione lineare fosse di un ordine 
qualunque ; perciò 1 ’ integrazione di quest e- 
quazioni riducesi a quella dell equazione 
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Quando 1’ oqiia/.i(me lineare dell’ordiije 
?i ha coclìlcienti costanti , à facile il determi- 
nare r integrale. In fatti , se nell’ equazione 



(i5o) si fa y — e”'^ y differenziando si troverà 

dy dV d’y 

^ =e'”'m , -- = -e”’ , ecc.; 

dj: dj:’ dx 

sostituendo questi valori nell’ equazione (i5o) 
si otterrà 

e'"' (A -f B/7 ì -j- C/«’ -f N/n")=: o ...(i5i) ; 

siano m' , m " , m'" ecc , le radici dell’ equa- 
zione 

A -f B/M-f N//i" = o ... (i5a) , 

1' equazione (|5o) sarà soddisfatta da questi 
valori 



jy = e'"’' , j = e- - , j =e 

c come si hanno i valori di ^ , 1’ Jntcgrale 
finito compiuto dell’ equazione (i5o) sarà 



— * 



ecc. 



. j Ce'""', ecc. 

f\bo. Quando*!; tu' ~m" , i Icrinlni rie'”*, 

X • • • . » 

p bc^ si riducono ad {a -j- b)e"‘^^ cd allora 
Ja somma b dovendo considcuirsi come 
una sola costante , non si trova più un nu- 
mero n di costanti arbitrarie nell’ esprcssiono 
ili j*. In questo caso è dimostrato che se . . 

^ 'soddisfa alla proposta, il valore . . . 

j- ~ ore'* ‘debba anche soddisfarlo. Infatti dif- 
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ferenziando quest’ ullima equazione, si trova 
dx 

=: xe"* */»'* + "* 

dx’ 

= xe"’'/»'’ + 5e"’'*w'' + ecc ì 

dx* 

Questi valori riducono l’equazione (i5o) a 
^e«'*(A +Bm' + C/»" +pm'" +ecc.) 

-1- +aCm' +5Dm'’+ ecc) . . . (i55>. 
Or l’equazione (i5a) avendo per ipotesi due 
radici eguali, si sa dalla teorica dell’ equa- 
zioni, die r espressione B + 
iic conterrà una di meno della projiosfa , osi 
anuicnterù , quando si fura vi =/u, d onde 
segue cl.e 1’ espressione (i 55) è ideiilicamenle 
nulla. Perciò r equazione (i5o) sarà soddislalta 

dal valore jy =xe”* ■* , ed avrà per integrale 
compiuto 

jr - flc'"' +òxe’'’'+tc"‘”* + ccc. 

^5i. Se vi fossero tre radici eguali a vi , 
nello stesso modo si dimostrerebbe , clic 1’ c- 
quazione (i5o) sarebbe soJdisfatla facendo 

y = e xe'"’* + x’c"'* ; 
c cosi in seguito 
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45a. Quando T equazione (.*5a) La radici 
ìtnaginarie , se una di queste è /«r-f- 
r altra allora saràL— — i,e ucl valore di/ 
si avranno questi due termini 

+ 

o 

fcr ✓ 

e r àe' 

Or c nota la forinola {pota lena') 

‘ = cos?+ sen^f^HIT; 

e"“ ~ *= cos? — sen(p]K" — * , 

paragonando 1’ espressione (i54) ** questa for- 
inola , potremo nmpiatiare 

4;*'*'^ * per mezzo di cosAje- 1- ^nAj:|^’— i, 

ed 

c~~ ‘per mezzo di cosAx — senAx^ — * , 
e la forinola (»54) diverrà 

e*'(acosAx-J- flseoAx^ — i 

-P AcasAx — bscukxy~ — *) » 
espressione che può scriversi cosi 

c^['a-j-A)cosAa: +(<* — ò)senAxJ^ — i]...(i55). 



k*V 



-) 



(i54) 
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Qaando X è zero nell’ equazione (i4o) » es- 
sendo c costanti arbitrarie (art. 44^) » 

possiamo supporre = a — h — — i ; 

allora la parte immaginaria dell’ equazione 
(i54) svanirà. 

DelV integrazione dell' equaziom simultanee 

453 . Proponiamoci ora d’ integrare in qna 
sola volta due o più equazioni differenziali. 
Siano 

Mjr -H Nx + pfc + Q ~ = T 
at dr 

M> + N'x-HFfc + Q'^ = T 

at di 

le più generali equazioni di primo grado tra 
le variabili , j, ed i coefficienti differenzia- 
d_^ da? 

“ 1 » nelle quali i coefficienti M, N, P 

ec. sono funzioni della variabile indipenden- 
te t ; queste equazioni possono scriversi cosi 

(M;- + N.r)di rf Pd/- + Qdx = Tdi; 

(M'j + No:)di-|-P'dj 4 . Q'da^ =T'd< : 

se la seconda si moltiplichi per una funzio- 
ne 5 di r , ed i risnltamenti si sommino, si 
otterrà 

[(M -f W8'.^ +(N 4 K'5;x]d< 4 (P -f VS) dj 

+ (Q+ Q'»;dù: = (T.4T'fl;d/; ■ 
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,r(ippresentando con una sola lettera le quantità 
tra le parentesi, questa equazione può scri- 
versi COSI 

ll^df + Kj:d< -f- Rdj^ -f- Sdx = Tdi » 

da quatta si ha 







equazione che sarà della stessa forma dell altra 



^<3/ + Pjdx==Qd-?: • • • (i58), 

che noi abbiamo integrato nell’ art. 385 , 
sotto la condizione 

^ K \ S 

' ^ V H V ^ dj: . . . (159) , 

poicchè facendo alloca 

K 

/-h ^ = 2 f. (*6o) ^ ... 

l’equazione (iSj) diverrà ■. , 

Wzàt Rd::= Td/; 

. * i » % ,t I * .t j . ^ p , « . I 

P ò ..... . 

, II ' T .... 

ds -|- zdt = —d< . . . 

R . Il ’ , ' 

e si vede che questa equazione è della stessa 
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. , H T 

forma dell' altra (i58) poicchè — , e — sono 

funzioni della variabile indipendente t, 

454 . Per soddisfare all’ equazione (i59) > 
basta che si abbia 




ed eseguendo la differenziazione indicala die 
tro r art. i4 > si troverà 



K 

H 



K S 

do: + ord = :— da:: 
H R 



affinclic sia soddisfatta questa equazione , bi- 
gua in generale che i moltiplicatori di dx 
siano eguali ; e che perciò il termine . . . 

J:^.d rr sia nullo , cioè , che si abbia 



K 

il 




. . . (162). 



In queste equazioni si sostituiranno a K , H , S 
ed R i loro valori rispettivi, e , dopo di aver 
fatta la differenziazione indicala , si eliminerà 
i rinchiuso in queste equazioni , e si avrà la 
relazione, che dee aver luogo tra* coefflcienti, 
ailìnchè sia soddisfatta l’equazione di condi- 
zione. 

455 . Nel caso in cui i coefficienti de’ pri- 
mi membri dell’ equazioni (i 56) sono costanti, 
essendo eguale a zero il differenziale di una 
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costatile, non resta , che Ja prima dell' cqiia- 
«ioui (it>a) ; ossa basterà per deleiiiiiiiHre il 
fattore fi, che sarà allora costante, perchè sa- 
rà eguale ad una funzione di costanti. l\i- 
metiendo per K , H , K, S i loro valori , 
si ha 

N -}. N'ff Q + Q' 

M + M « ~ K+ ' 



e facendo svanire i denominatori , si vede che 
fi dee essere determinala per mezzo di mi’ c- 
qnazione di secondo grado ; chiamando fi' c fi ' 

a uesti valori di 0 , e supponiamo , che , du{>o 
i averli sostituiti successivamente nell’ equa- 
zione (i6i) i coelfìclenti di sdf , e di dt di- 
vengano nel primo caso e V; e nel se- 
condo p" e q" , si avrà 

òz-\-p'zdt=s q'dt^ ^ .i -v, 

dz -p p"zdt = q"dt ; 

integrando , dietro la formola (90), pag. 277* 
si troverà 



-fp’àt 



z— e 



-/p”* 



’ Qq" 



d,) 



+ C": 



In questi valori si sostituirà quello di z tira- 
to dall* equazione (160), e si avranno due equa- 
zione , che conterranno jc , y , tl'‘ 

456 Se, tranne T, T* , T", che riguaxde- 
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remo sempre come l'unziuni di <, icoefiki-enr- 
ti M , N , P , Q cc. siano costanti , c die si 
abbiano dippiù le tre equazioni 

, àjr (M/ + Nx -}- P2)di = Td^ 

dx+ (M'j + N'x+ P's)J^ = T'dt 

dz + (M"j + IN"x -f V‘!z)dt= T"df , 

la seconda si moltiplicherà per una costante 6 
e la terza per im altra costante S' , e som- 
mando ì risullamenti , si avrà un’ equazione 
che potremo rappresentare per 

df + + ®d2 + Q(j + Rx -f Sz)di = Ud/. 

Or affinchè questa equazione abbia la forma 

dj + P/dx = Qdx , 

bisogna che riguardando la funzione . . . . 
y -f- Rx + Ss còme una sola variabile j', il 
differenziale dy' di questa funzione sia egua- 
le a d^‘ -f fl da: "h ^Ms , ciocch’ esige 1’ esistenza 
deir equazioni di condizione 

fl = R,«' = S; 

non essende R, edS , che funzioni di Aedi 
in virtù delle operazioni precedenti , risulta 
che queste equazioni basteranno per dcternii- 
narc 'i diversi valori delle costanti ^ , c 5'. 

/|57. Questo metodo è generale, e si applica 
ancora alle equazioni differenziali di ordini 
superiori , perchè queste possono ridursi a 
primo grado. Per esempio , se si avessero 1’ e 
qnazioni 



GiMigU 
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d’r dy da: „ 

5X+M^+Nx + Pi + Q-=T 



tl’x d r dx 

_=M.j.+ N'x + p.^+Q.- = T' . 

o piuttosto 

d’r + + Nx)dt’+(Pd;^ +Qdo:)d/ = Td^’ I , 

d’a:-f(M'^-}-N'x)dt’ 4 -(P'dj-|-Q‘da:)di=T'dt’ | ^ 

si farebbe 

d^ =^pdt , darr: (jdt . . . (164) ; 

od osservando che d^ c costante , quest’ e- 
quazioni diverrebbero 

dyj + (Mj -j- Nx + P/)+ Qf/)d( = Td« 

d(j + (M[ 7 - + N'x 4 - P'p + Q*< 7 )d< = Tdf ; 

queste due equazioni colle altre (164) for- 
mano quattro equazioni di primo grado , alle 
quali possono applicarsi i metodi precedenti 



Dell integrazione di una equazione dìfferen- 
. ziale di second’ ordine. 



453. La fotmola generale dell’ equazioni 
diltcrenziali di second’ ordine a due varia- 
bili è 

( dr d’r \ 

d7’d?) = '' ■ ■ ■ 

Non ccrcUercino già d’ integrare questa 



/ 
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equazione in questo grado di gcneralitù; ma 
anderetno ad esaminare , come se ne può 
trovar l’integrale in diversi casi particolari 
45 c). Consrderiarao primieramente 1 ’ ipotesi , 
in cui si ha 





(166) ; 



per integrare questa equazione si farà . 

d;- d’r ^ • M » 

_ = w , = — , ed essa si ridurrà a 

djc dx’ ajc 



Py • . • (> 67 )- 

Se questa equazione può integrarsi , e che si 
abbia da essa 0 = X , si otterrà facilmente 

dr 

il valore di poicchè r equazione ~ = p dan- 
do r =/pdjc, se in questa equazione si sosti- 
tnisce il valore di p , si avrà jr— f'S.àx v 
ma se l’equazione (167) , in vece di dare il 
valore di p per x, desse quello di x in fun- 



zione 



di 



in 



modo ebe fosse x=P, in- 



tegrando per parti d/ = pdx, si . avrebbe pri- 
mieramente 



j-f-px-/xdp; 

'Svostituendo in questa equazione ad x il sno 
valore , si troverebebe 



jr z^px-jVilp. 

460. Esaminiamo ora il caso, in cui si ha 
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aoj 



dr . A’y àp 

facendo - — s p y sì troverebbe = -i- ; e 

dx dx* dx 

sostituendo a dx il suo valore questa e- 

dx 

quazione diverrebbe , 



ày . _ àp 
dx'~^àf' 

Sostituendo nell* equazione (168) questi valo- 

• . dv «’r 

ri di - — , e di •; — , essa diverrà 
dx dx* 

Ar » A** ^7, dp)=:o ; 
se questa equazione pub dare p= Y, si sosti- 

• ' . 
tuicà questo valore nell* equazione dx = ed 

P 

integrando si otterrà 




al contrario se 7 si determina in funzione di 
p , e che pereto sia 7 = ?; peravere x s’in- 

» dy 

tegrerà per parti l’equazione dx = —, e si 

. P 

avrà 




s 
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e soslitnendo in questa* esazione il Valorò 
di j , si irovèrà 

^-p+v‘’p. " 

c dopo di aver integrato si eliminerà p per 

mezzo deir equazione j = P. 

461. Quando l’ equazione (i 65 ) non rac- 
^ d'r 

chiude con - — , che unà delle tre quantità 
òx' 

, X ed ^ i avremo nei primo caso' 

dr , d’j àp 

lacéndo— = p , è perciò = -- , si so- 
stituiranno questi valóri nell’ equazione (i6g),- 
e si avrà 

<-D- 

Da questa equazione si ha 
àp 



dj? 



= P . .. . (170) ; 



e perciò 



X 



_ pip 

V ^ ■ 



(■ 7 >). 



/ 
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Da’ un altra parta I*a,„.a!„„e = „ ci da 

da: “ 

y ■=‘fpàx \ 

Dopo di «verinte^fdteI’equarioni(t 7 ,)e Un^\ 
SI eliminerà per mezzo di esse la (luantiià^n^ 
per avere un equazione in a?, ed j 

46a. Nel caso i„ cui ^ ,rova co,n- 
binato, che con urla funzione di x , si ha 
dV 



moìtiplicaodo per da: ed iotegrando. si trova 

5 ^=/Xdx+C; 

rappresentando con X' V inieaMl« . • 
questa equazione . si ha ” 

dr 

— -X' + C- 

r'si‘’'lia’"''° ■“ ' '<> 

J- =jX'dx + Car + C'. 

^4 
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/j63. In line quando è dato in funzlo-- 
ne di j , si tratta d’ integrare T equazione 




dj:’ 



Per giungervi, essa si tnoltipliclicrà per ad^, 
ciocché darà • ‘ 



d/ dv 

da: do.' 



aYdj; 



il primo membro essendo composto come il 
differenziale di .r’ , si troverà integrando 






C: 



estraendo la radice quadrata , si avra 
do: 

da cui si tirerà , per mezzo di una nuova 
integrazione 



=/l 



dj 



y-C-f2f\df 






Dell’ equazioni differenziali pai'Ziali 
di primo grado. 

464- Un’ equazione , che sussiste tra coef- 
ficienti differenziali combinati, secondo il caso, 




EouAz. dìffeu. PAn^iALt m i." oudiite 2>r 
con delle variabili , e delle costanti , è , in 
generale , un’ equazione differenziale parziale, 
o , secondo 1 ’ antica denominazione , è un’ e- 
quazione a differenze parziali. Queste c'qua- 
»ioni sono state così chianiafe , perché la no- 
tazione de’ coefficienti differenziali , eh’ esse 
racchiudono, indica, come l’abbiamo veduto 
nell’ art. 5a , che la differenziazione non può 
essere effeltuita,se non parzialmente, cioè riguar- 
dando certe variabili come costanti. Ciò sup- 
pone che la funzione proposta non contiene 
che una sola variabile. Per maggiore sempli- 
cità non ne supporremo che due , ed esami- 
neremo primieramente l’ equazioni differen- 
ziali parziali del prim’ ordine, le quali non 
racehindono , che uno o più coefficicnii dif- 
ferenziali del prim’ ordine. 

465. La prima equazione , che comincere- 
mo ad integrare è la seguente 

dz 

— = a. 
dx 



Se contro la nostra ipotesi z , invece di 
essere funzione di due variabili x , ed 7 - , 
non contenesse che .x , si avrebbe un’ enna- 
7 -ione differenziale ordinaria , che iniegiala 
darebbe z = ax -f- r ; ma nel caso presente , 
essendo z una funzione di .r, e di y , le j- 
contenute in z hanno dovuto scomjtarire p(;r 
mezzo della differenziazione, poicchè , dilfe- 
renziando per rispetto ad .r, abbiamo riguar- 
dato j- come costante. Noi dobbiamo dntiquc, 
integrando , conservare la stessa ipotesi , e 
supporre che la costante arbitraria è in gene- 
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ralc una funzione di / ; perciò ^cr T integra- 
le dell’equazione proposta si arra 
% =ax 

466. CcrcKisi ancora d’ integrare 1’ equa- 
zione differenziale parziale 




nella quale X è una funzione di x ; molti- 
plicando per àx, td integrando troveremo 

Z=fXdx + dfjr 

467. Per esempio , se la funzione rappre- 
sentata da X fosse x* -f- a’ , 1* integrale sa - 
rebbe 

, ■ 

Z=— -i-a^X -j. (fjr. 
o 

468. Non si troverà più difficoltà ad inte- 
grare r equazione 




e si avrà 

2= + 

469. Nello stesso modo s’ integrerà ogni 

• dz ^ 

equazione, nella quale-- — sarà una funzione 

dx 

di due variabili x , ed Se per esempio 
si ha 

dz = X 

dx^^aj -j- X’ ’ . ; • 
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rlf»iiardando y come costante , s’ integrerà 
dietro 1’ articolo 371 , do[)o aver moltiplicato 
per do: , e chiamando <^jr la costante che dee 
aggiugnersi all’ integrale , si avrà 

z=zf^a/^. X' +<pj 

47 o> Infine se si vuol integrare 1 * equazione 

djr 

dz ~ f 

y^j’— x‘ 

si riguarderà sempre j come costante , e si 
avrà (alt. 174) 




4 / 1 . In generale per integrare 1 ’ equazione 
dz == F(or ,/)da? 



Benché , dietro la notazione di Fontana, que- 
sta equazione avrebbe potuto scriversi cosi- 
f dz 

— - =F(o:, y) , per indicare che x sola- 
ax 



inerite non si riguarda come costante , pure 
non abbiamo creduto di doverlo fare , perché 
da ciocché precede , e dietro la natura del 
secondo membro dell’ equazione dz=F(x,^)dx, 
non può esservi equivoco circa 1 ’ ipotesi, nella 
‘ quale dee esser preso il differenziale di z. La 
stessa osservazione ha luogo per 1 * equazione 
deli’ articolo 470* 

47 ‘ì. Segue da ciocche precede , che, tran- 
ne r ipotesi di una delle variabili costante , 
e dell’ introduzione nell’ integrale di una co- 
stante funzione di questa variabile ^ si segue 
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lo stesso tnctydo , tfie nell’ integrazione del- 
r equazioni cliffei cnziali ordinarie. 

473. Esaminiamo ora l’ equazioni difforCR- 
ziali parziali, die contengono due coefficienti 
differenziali di priiu’ ordine, e sia 1 ’ equazione 




nella quale M , ed N rappresentano date fun- 
zioni di X, ed jr ; se ne tira 

dz M dz 

dj- N dx ’ 

sostituendo questo valore nella formola 
dz dz 

^ dx' d^- ’ 

la quale non ha altro senso , che quello di 
esprimere la condizione che z è funzione di 
X e di j, si ha 




Sia \ il fattore proprio a rendere Ndx— Md/ 
un differenziale esatto dó'; avremo 

A.'Ndx — Mdj) = di- . . . (s 74 )" 

Per mezzo di questa equazione , ciiminercino 
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2sJx — Md/ dalla precedente , cd avremo 

<!.= '- -,a«. 

. xN do: 

dz 

Infine se si osserva clic il valore di — non 

dx 

è delcrininalo , esso può prendersi tale che 

1 dz . . , , . 

~ds possa inleijiarsi, ciocca esige che 

— sia una funzione di f ; poiccKè si sa 
xM dx 

che il differenziale di ogni funzione di s dee 
aver la forma Fi. dò'. Segue diiiujuc da ciò 
che debba essere •" 

-L'ii = F., 

xN dx 

equazione che cambierà la preceder.le in 
dz = Fi.di ; 



da cui si avrà 

Z =: <fS . . . (170), 



474* Se con questo mezzo s’ inltgra 1’ e- 
quazioue 

dz dz 

x^ 7 — = o . . . (176), 



d/ 



dx 



avremo in ijiicsto caso M = — , Is — X , e 
peiciò r equazione (i74j di\errà 

di = x'adx + J t’7). 



9 
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Egli è Risìbile che il fattore proprio a ren- 
dere integrabile il secondo membro di que- 
sta equazione , ^ z. Sostilueqdo questo vaio, 
re a \ , ed integrando si ha 

soslituendo questo valore nell’ equazione fi 75 ì 
avremo per 1’ integrale dell’equazione ( Jg)' 

. z= o(x’-f J’), 

47^ Sia ora l’ equazione 

■‘^£ + '^^ + “=“•'•(■ 77 ). 

nella quale P, Q , ed R- sono funzioni delle 
variabili jr , j , z, dividendo per P, e facendo 
Q R 

P ~ ^ ’ P ~ metterla sotto qqe, 

§ta forma, 
dz 






• (* 78 ) M 



dz 



dz 



e tacendo - — = P , , ~ R essa diverrà 
ux djr 



P+ -f. N = o . . . (lyc)). 

Questa equazione stabilisce una relazione tra^ 
noeffìcienti p, e q della formala generale 

dr =zpdjc -1- qdj . . . (i8o) ; 

senza questa relazione p c q sarebbero, inte-: 
ramente arbitrarli in questa forinola ; poicchè 
pqm’è stato osservato, essa non ha altro sen. 
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SO, cbe quello d’indicare essere z una fun- 
zione di duo variabili jr ed j- , e questa fun- 
zione può essere qualunque ; perciò nell’ e-? 
quazione (180) dobbiamo riguardare p e /peo- 
nie due indeterminate : eliminando p per mez-r 
zo dell’equazione (179) , otterremo 

ds -j- Ndjp = q(dj^ — Mdo:) , . . (181), 

e q resterà sempre indctcrniinato ; ma si sa 
(nota seconda^ che quando un’equazione di 
questo genere ha luogo , qualunque sia q , 
bisogna che sia separatamente 

42 + Ndx = o , d^ — Mdx = o . , , (182) 

476. Se P Q ed R non contengono la va- 
riabile z, sarà lo stesso di M, ed N ; allora 
la seconda dell’ equazioni (i8a) sarà un’ er 
quazione a due variabili x edj^, e potrà di» 
venire un differenziale esatto per mezzo di un 
fattore x. , di sorta che , chiamando ds que-. 
sto differenziale esatto , avremo 

ds = — Mda-) . , . (i 83 ) 

Tirando da questa equazione il valore di . . , 
d/ — 'Mdo:, e sostituendolo con quello di q 
nell’ equazione (i8i) , troveremo 

dz ilj 

dz = -; — — ■ — Ndx . . . (184). 

(ìjr A 

D’ altronde integrata l’equazione (187) , la 
quale non contiene nel suo secondo mcmbfu^ 
che delle or , ed j- , si avrà 

s = F(x , j); 
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il valore di y tirato da questa equazione, to- 
siitaito nell’altra (*^>4) ridurrà il secondo 
membro ad uua t'uiiziunc delie variabili x eds. 
Integrando, per riguardo ad x , dietro 1 ’ art. 
(470), applicheremo il seguo d’ iategra/done 
al termine che contiene il differenziale dx, ed 
unendovi una costante funzione dell’ allr a va- 
riabile s , avremo. 

Z -=: — yNdx + . . . (lM 5 ). 

Questo stesso valore di z , avrebbe potuto 
trovarsi facendo uso solamente dell’ eq uazioni 
(182): infatti, integrala la seconda di queste 
equazioni, ci da F(x , / ) = s ; e per s si 
rappresenta una variabile , che , presa per co- 
stante , ha potuto scomparire, dietro la diffe- 
renziazione , ciocche risidl’ ancora dall’ inte- 
grazione immediata dell’ equazione (tSo) ; 
puicchè essendo nullo il valore del differen- 
ziale ds , bisogna che s sia una ({uantità co- 
stante. Ciò posto r equazione F(x , r) = « ci 
darà jr ~f[x , j) ; questo valore di y si so- 
stituirà in seguito nella prima dell’ equazioni 
(i8a), o, ciocche vale lo stesso, si riguarde- 
rà j nella prima dell’ equazioni (182), come 
una funzione di x , e della ([uantità s con- 
siderata come costante, perciò inlegrando in 
questa ipotesi la prima deli’ equazioni ( 102) : 
si troverà , come sopra 

z = — /Ndx-f 

477. Per dare un esenijilo di questa ukc- 
giazioue, pi'cudiuuio l’ equazione 
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ds ds 

X h J 7“ = +/* • 

d.r (ijr 

in questo caso abbiamo 

U=L,li = -ai:EIi:, 

X X 

sostituito il valore di M nell’ equazione (i83), 
la cambierà in 

di = L ^dj- — dx^; 



o piuttosto in 
di' 






equazione integrabile, se si fa x. =; ^ (art.ig), 
ciocche darà 



i= ^ 
X 



questi rispettivi valori di N, e di i , sosti- 
tuiti nell’ equazione (i 85) , la cambieranno -in 



=yà 



X ' 



X 



o piuttosto 
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Questo calcolo non essendo die indicato, può 
compirsi nel modo che auderemo a spiegare ; 

X 

osservando che - non è altro che la funzione 

9 riguardala come costante , in questa inte^ 
grazione , avremo 

z = a fixy^ + s’ 

y y 

+ <5>- = axy~ 1 -j- 4’ -I- (f 
X 3C 

rimettendo il valore di < , si atterrà 
- z = ay~ X' r’ -f 9 — : 

X 

ai perverrebbe anche piò prontamente a que- 
sto risultamento , se si sostituisse il valore d‘ 
^ nell’ equazione (i85) , ed in seguilo quello 
di y; poicchè si troverebbe 

f^x" +ì'x — 

z — cyax = axf^ i 4- s’ -}* 9^ 

X 

sostituendo il valore di a , e riducendo , si 
a vi a 



z =:a X* “b y’ "b <p— . 

J 

478 . Nel caso più generale , in fcui i coef- '. 
ficienti P , Q , R dell’ equazione (>77), con- 
tengono le tre variabili x’, y^z, può avve- 
nire, che ciascuna dell’ equazioni (loi) non 
racchiuda che le due variabili , che sono in 
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evidenza , c che perciò esse possono esser pre- 
sentate sotto la forma 

dz , z)dj: 3 =o, dj' = F(a: , ^)dx. 

Quest equazioni non possono essere inte- 
grate isolatamente, scrivendo, come nell’art. 470 

» =f/(^ > + 9Z » r =p(.^ 1 + 9J ; 

poicchè si vede che bisognerebbe allora sup- 
porre 2 costante nella prima equazione, ed j* 
nella seconda, ipotesi contradittorie , poicdiè 
una delle tre coordinate a:, , 2 , non può 

essere supposta costante nella prima equazio- 
ne , senza che lo sia parimenti nella seconda. 

479- Ecco dunque in qual modo s’ inte- 
greranno l’ equazioni (i8a) , nel caso in cui 
ciascheduna di essa non racchinde , che le 
due variabili , le quali sono in evidenza; sia- 
no |i£ , e X i fattori che rendono 1’ equazioni 
(182) differenziali esatti; se rappresentiamo 
con dU , e dV questi dilTerenziali rispettiva- 
mente , avremo 

x'dz -f Ndz) = dii , — Mdj:) = dV; 

per mezzo di questi valori, P equazione (181) 
diverrà 

dU=9 dV . . . (186). 
f* 

C ome il primo membro di questa equazione 
è un differenziale esatto ,t bisogna che lo sia 
parimenti il secondo, ciocche esige , che 

X . i , ■ 

q - sia una funzione di V ; rappresentando 
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qnpsta funzione con 9V , 1’ equazione (1 06 ) 
diverrà 

dU=9VdV; 

da cui per mezzo dell’integrazione si avrà 
U=(?V 

4O0. Prendiamo per esempio l’equazione 
dz àz 



dx 

scriviamola cosi 



dr 



ds X ds z __ 

àx j ày X * 

si paragonerà all’equazione (i7^)> ® 

M = - , N = - . 

7 X 

per mezzo di questi valori, l’ equazioni (i 3 a) 
diverranno 



dz — • — dx = o , dr — • — dx = o; 

^ ^ , 
e facendo svanire i denominatori , si avra 

xdz — zdx = o , yày — xdx = o. 

I fattori proprii a rendere iniegralùli queste 

equazioni sono—; , e s ; sostituendogli , cd 

z 

integrando, si trova - , cd j’— x’ ; sicoliè 

X 



l y GOO^- 
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ractlenclo questi valori in luo"0 di U, cdiV, 
nell’ equazione U =: * 5 V, otterremo per l’ in- 
tegrale della proposta 

- =<3^ (/‘-a:’). 

•JC 

481. Bisogna osservare, due se in vece di 
p si fosse eliminato q , I’ equazioni (i8a) sa- 
rebbero state rimpiazzate da queste 

Mdz -j- Nd^ = o , dj' — Mdo: = o . . . (187) ; 

e come ciondiè abbiamo detto dell’ equazio- 
ni (i8a) può applicarsi a queste , ne segue 
die nel caso , in cui non fosse integrabile la 
prima dell’ equazioni (i8z), ques* equazioni 
possono essere rimpiazzate dal sistema delle 
altre («87) , ciocche importa d’ impiegare la 
prima dell’ equazioni (187) in luogo della 
prima dell’ equazioni (i8a); allora sì vedrà se 
V integrazione è possibile. 

48 a. Per esempio, se si avesse 

dz dz 

questa equazione divisa per az , e paragonata 
all’ equazione (178), ci darebbe 



M=- 

u az 



perciò 1’ equazioni (182) diverrebbero . 

- XY ^ , zc , 

US d ^ dj? =: o , da: -f- -7- d j: = 0 ; 

G-Z €1 

e facendo scomparire i denominatori, si avrebbe 
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uz^z — o ^ aAy xAx=.o (*38); 

Tìou potendo integrarsi immediatamente la pri. 
ma di quest’ equazioni, che contiene tre va 
riabili , la rimpiazzeremo colla prima dall’ o-* 
qiiazioni (187), ed invece dell’ equ azioni (io8)* 
.avremo queste altre 

X xy 

d^ + -^(lr=o, aay 4 - xaa; = 0 ; 

a az “ ‘ ■ 

cc 

sopprimendo il fattore comune— nella prima 

a 

di quest’ equazioni , e moltiplicando la pririia 
per nZy e la seconda per a , si troverà 

— a;ds + ayd>'= o , actd_^- -f 2.rdx= o , 
equazioni che hanno per integrali 
j'-z\ e -zaj + jc’; 

sostituiti questi valori ad U , ed a V si avrà 
— a’ + x^) 

435. Osserviamo che la prima dell’ equa- 
zioni (187) non è che il risultamento dell e- 
liminazione di dar tra 1’ equazioni ( i8a). 

In generai si può eliminare ogni variabile 
contenuta nei coefficienti Med N, ed in una 
parola si possono combinare qnesl’ equazioni in 
un modo qualunque; se, dopo di avere ese- 
guite queste operazioni , si ottengono due in- 
tegrali rappresentati da U = a, e da V = ^ , 
essendo a e b due costanti arbitrarie , si po- 
trà sempre conchiudere, clic T integrale è 
U = j'V, Infatti poicchè a e b sono due co- 



V 



4 



• * - . . . 

B'QtAZ. Dirmi., PiRZULt Dij.^ ordiste aaS 
Slantf arbitrarie, avendo presa a* piacere, la 
quantità a si può formare pe^ihezzo*di ó ru 
'uU. modo, .qualunque , ciocché, importa clic .si 
lia la facoltà df prendere pci' u una funzione 
jirbi.tcari^ di questa condizione sarà espres- 
sa dall’equazione a = i;>ò, (no/a Q/iàm); perciò 
avrémo l’ equazioni U = 95, V = ^ , nelle qua- 
li x , j* , z rappresentano Ife stesse coordinate; 
se tra quest’ equazioni si. elimina ò, si otterrà 
U=9V. ^ 

Si può osservare ancora che questa equazione 
ci la comprendere, che facendo V = Z> , si dee 
averè U = ipA = costante ; cioè che U e V so- 
no costanti nel. rempo stesso*, senza che a c & 
dipendano l’uno dall’ altro , poicchè la fun- 
zione 9 è arbitraria. Or è questa precisameli-' 
te la condizione, che ci è data dall’equazio- 
ne U = a e y = ò. 

484» Per applicare questo teorema sia 



dz 
zx — 
dx 



ZJ^T- 



= 0: 



dopo aver diviso per zx , paragoneremo que- 
sta equazione all’ altra (178) , ciocche ci darà 



M=-i 



X ' zx 

e l’ equazioni (i8a) diverranno 



T* 

dz — ' — dx = o 
zx 



, dj+ — dx 

X 



zxdx —j ’dx= o , xd^ -\-jrdx = o. 

x5 
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La prima di, quest* equazioui contenendo tWB 
variabili , non cercheremo d’ integrarla in que- 
sto stato ; ina ,se si sostituisca in essa il va- 
lore di "^da: tirato dalla seconda , essa acqui- 
sterà un^fattofe 'comune jc, ^che soppresso, la 
riduce ‘a ! ' . ' , 

■ ' zdd -f ydy = o 

e si vede che moltiplicandola per 2, essa di- 
viene integrabile ; 1* altra equazione essèndolo 
parimente, si troverà, integrandole 

2* + a, xj 

da cui si cbnehiuderà 

a’ +7’ = ^xy. 

435. Tehnineremo ciocché ci resta da .dire 
sull’ equazioni differenziali parzia li del primo 
ordine colla soluzione di questo ' problema : 
Data un' equazione che contiene una funzione 
arbitraria di una , o di più variabili , trova- 
re r equazione differenziale parziale che V htt 
prodotta. 

Supponiamo dunque che si abbia 
z=F(x* 4-7’); 

faremo 

-x*+7*=a . . . (189) , 
e la nostra equazione diverrà 
z = F« ; 

il difierepziale di Fu, dovendo essere in ge- 
nerale una funzione di u moltiplicata per du, 
potremo fare 



de = orni»; 



i 



tnxy£z. DirniH. WàAtr ni i> oediue ìÌh 
Se prendiamo il differenziale di z solamente 
per riguardo ad cioè riguardando r come 
una costante dovremo ancora , prendere il 
Jffcrenziale di a colla stessa- ipotesi , perciò 
dividendo per Cda: P equazione precedente i 
avremo - 



dz 



du 



se ih seguilo , riguarderemo a: come destante 
ed r come variabile , troveremo con un me:? 
todo analogo - 

ds d« ' 



4r dr 






i' valori de’ coefficienii differenziali « £ 

^ ^ d ^ 

ch’entrano nell* equazioni riqo) , e riQi'T 
SI ^terranno. col differenziare successivamen- 
te P equazione (189) per riguardo ad x ed 
ad jr , ciocche ci darà 



du 



du 



sostituendo questi valori nell* equazióni fiòol 
fe (»9i) y avremo tf / 



dz dz 

di'"* ’“■ ^ = 

eliminando <fu Ira quest* ei}itazioni\ tròveremo 
inulte 



t 



4 
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■:• .'^ •■ -.v ■■> ds àz: - ;• 



/•' 

.V' 



I 



'•Jjf ' ~‘d/, 

V - . -V ’ ■ -■■ - ■ 

i486. Prendiamo 'ancora per esempio i- eqaa- 
rione .. . 'r> >/4 :.-v. 

s’ + iox ;= F(x — j') 

facendo ‘ 

jc—y szu . . . (Tga) 

questa equazione diverrà ^ . • 

z’ -1- atta: =: Fm-; ^ ;, 

e differenziando si ha ' V 

*' d(z’ + ^ox) — <f«da ; ‘ 

prendendo il differenziale indicato per rapporto 
ad ar, riguarderemo z come variabile, in virtù 
di X che forma parte del suo valore, e divir 
dendo per djr, avremo 

dz ' oi ’ 

dx *' * * 

operando in un modo arialogo , per riguardo 
ad y , riguardando z come una funzione che 
vana per causa di y solamente ; indi dividen- 
do per dy^ troveremo 

dz du 



dy dy 



(' 94 ); 



per eliminare i coefficienti differenziali di dw ^ 
r equazione ( 19 ^^) ci da 

du du I 
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so&titusndo questi valori nell'equazioliì 
.^.r»34), avremo. 

.- dz i' , .dz " 

22 rr^ -j- 2a =3‘9« , >22-; — = 9« ; ,' 

dà: - - dr * t- •- 

•_ à —• 4 » ••• 

.eiitulnando tra quest’ '.equazioni, btterrèmo 
dz dz a 

- = o- 

.da: d.;^ 

■ ^ 'Bell*: eifuazìprd differenzmli pani ali \* 
r -'{ài second* ordine 

■■• •' '■* ' • • ■! “•• •' *' 

4^7. Un’eqJiazione differenziale parziale di 
second’ ordine, licita quale z fe-una funzione 
delle due variabili ed 7 , ' dee sempre con- 
tenere uno o un' maggior ntimero de’, cqep- 
' . . d’z 'd’z d’z . 

cienii differenziali 

.temente da’ coefficienti diffet^nziali di priqi’ or- 
dine eh’ essa può contenete. 

488. Ci limiteremo ad integrare le più sem- 
plici dell’ equazioni differenziali di second* or- 
dine, e cominceremo dalla, seguente ■' ^ 

' ' 1 , 

d^2‘ 



dx’ 



moltiplicando per- dx , ed integrando per ri- 
guardo ad X, aggiungeremo all integrale una 
costante arbitraria funzione di 7^, ed avremo 

dz ■ 

' • — = ir : 

’ dx • •• •' ? . 



t 



1 



2*0 ^ C1XCOX.O IKKOKA» 

n,ollijjlicai»do di nuovo per , e designan- 
do con 4/ una funzione' di >• , che dee ag- 
giungersi all^ integrale , iroveremó ‘ 

48y. Proponiamoci ora d’integrare l’equa- 
zione '/ ^ 




nella quale P è una funzione, di x ,• ed JC j 
facendo, come nell’ equazione precedente, tro.» 
veretno primieramente 

■ ^ df : 

• •jj=/Pdx + y.; 

una seconda integrazione ci darà 

^=/[/f!dx + ^j'Jdx + 

490 . Nello stesso modo s’ integrerebbe . - 




c si troverebbe /. 

* =/C/P<lr + 9 - 3 ^] dj + 4 r 



4qi. L’equazione 




s integrerebbe priniicramenie' per riguardo ad- 
una delle variabili , c quindi per rispetto al- 
1 altra , ciocche darebbe 






^ . 



✓ 






bqu«A< Dir^EB^ ' niivziAifi di 2 .* om*i«k 3:^ 
3 z;zflfpdx + ^j'\àjr + g}X, -, . ,, 

492. In generale , nello stesso modo «i. 
tratterà una dell’ cquaiioiri . • r ► 



d "3 U °3 

^ dadr”j‘ 




= R, ec, 

t. 



nelle quali P* Q , R , ecc. sono funzioni .di 
X e<i y, eioccUè darà luògo ad una serie d’in- 
tegrazioni ciascheduna 'delle quali introdur- 
rà nell’ integrale ana funzione arbitraria.^. 

490. Dopo ’l* eq^nazionl che abbiamo esami- 
nate, uha delle niìi" faciir ad essere integrata 
è la seguente / • 



— -f P ^ — Q ; 

i d/ <!r . ■ • . 

designamo con P 0 Q sempre doc fuozioort 

' dz ' 

di X ed ri Facendo — i = m , trasformarcrao 

. .-‘Ir .... - 

questa equazione m 



1 - Pii — Q . . (igS). 

dj ’ 



Per integrate , riguarderemo' a; come costante, 
ed allora questa equazione non conterrà che 
due variabili , ed m, e avrà la stessa forma 
deir equazione 

dy -l- Pjràx =5 Qdar. . . (i 96) « 

trattata nell’ art 38 G, el cui Integrale è' 

— /t»d* /Pd» 

y=:e [/Qe ' dar +C] . . (»97)v 



> 
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paragonando duiujue 1’ equaiioui (19S), e (196^, 
avremo - ... r- • 

. ^ yi=Ut X^'jr-, 

sostituendo questi .valori nella formola (197)* 
e cambiando C in avremo 

. , -fVòy w/Pdy , 

«=e [/Q^ ' < 5 / + 

sostituendo 'questo Yatwe di n 'neU’ equaziorns 

ds ■ 

— r-c=i«j- nKdtipiicaiido per integrando 

si troverit , - .r , ■ -S ' ^ > 

- • — /pdy ■ /Pdr' . : ‘ ‘ ' ^ i ‘ > 

2=/[e (/Q® ' dr +' !?fr)]dj+ 

494* Nello stesso modo >’ inbegrerebliero"^ 
1 ’ -equazioni • . ^ 

■ dVs. dz ’ ' . d^i .* - 

f- P,-^ = Q;^ + P — = Q , 

*'dj:drA- vi ,dj: , do^dj" . dy.' ^ ' 

nello quali P c Q rappresentano funzioni' di 
• x; ed a tausa del divisore .dxdj si conosce, 
che il valore di z non raccljiuderebbe funzioni 
arbitrarie della stessa variabile. ' ' 



Della determinazione delle funzioni arbjtmrie 
cfi\ entrano negl* integrali dell’ equazioni 
differenziali parziaii del primo ordine. , 

‘495. Le funzioni arbitrarie, clie rendono 
compiuti gl’integrali dell’ equazioni differenziali 
parziali , debbono dertetminarsi per mezzo di 
condizioni , die dipendono dalla natura -de’pro- 
blcmi , i quali hanno prodotte quest’ equazio- 
ni , problemi , dhé per _ la maggior parie ap- 
partengono a quistiorii fisicO-materMatiche.- Non 
voifeiido 'allontanarci dal n." soggetto, d lirai- 
miteremo a delle considerazioni puramente a- 



f 






• TtJHZIONI InBlTRAniE DEL I*- '©IIDIS* 2^3 

naliticUo, o cercheremo primieramente quali 
sono le condizioni racchiuse nell’ equa^tonc. 

• dz 



djc 



= a 



(‘ 9^0 



•a - 



Essendo z una funzione di ;k ed y 
questa equazione può, esser riguardata come 
quella di una superficie'. Questa, dietro, la na- 
tura della sua equazione, gode della seguen- 
‘ • dz 

te proprietà , che •— debba essere sèmpre u- 

.na quantità coslanle. SegTic da ciò, che ogni 
sezione EF % Fig. 4 ^ ) di ' questa superficie ^'>8- 4 ® 
fatta da un piano CD parallelo a quello delle 
'xz h una linea retta. Infatti, qualunque 
sia la naturi di questa sezione , se si divide 
in un numero infinito di parti mm ' , m'm" , 
*W.'oi "' , ec. , queste , per la loro piccolezza , 
polfanno esser riguardate come linee rette, c 
rapprese'ntcraiino gli elenienti della sezione ; 
uno di ' questi elementi tnm' facendo con una -; 
paralella all’asse delle ascisse un angolo, la 
cui tangente trigonometrica è rappresentata da 

come quest’angolo è costante, , ne segne , 

che saranno eguali tulli gli angoli m'rnn y 
m"ni'n'y m^'hi"n" ec. forra.ati dagli elementi 
dalla curva qou delle rette mn, mW, m"n” ec. 
parallele nìfasso delle ascisse; ciocche pruotra 
ebe la sezione EF è una linea retta. 

, 497. Si giiignerebbe allo stesso risii Ila mento 

? . dz 

considerando rihtègra-fe dell’ equazione — =vr. 
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che abbianjo f.édulo essere, (ari. 4^5 .)'. y < 

(199);', • 

polccbè per tulli. .i punti della supurficiè cha 
l*’^*spno nej piano CD," Tordinata è eguale ad una 
. »i Costante c rappresentata nella fig. 4 ^, da AB; 
.sostituendo dunque ifC a i e facendo =4 
C, l’equazione (199), diverrà .' . v ' 

J5 = «ap -f- C . (»oo) } 

essendo questa .equazione quella di una 'retta, 
apparterrà alla sezjone EF, ebe sarà pet'cic> 
una retta. ^ \ 

' '■> 49 ^- La stessa cosa avendo luogo per. n- 

f uardo agli altri piani seganti,’ die si còli- 
nrtebbero paralclli a 'quello dèlie \rz‘, conv- 
elli udiamo che tutti questi piani.^ taglieranno 
la superfìcie secondo linee rette,, che saran-. 
'no paralelle , poiché ciascheduna di esse for-* 
mera con una paralclla all’asse delle a:, un 
angolo, Id' cui tagente trigonometrica sarà a. 
*■««• 46 499--_Se'ora facciamo = o , 1’ equazione 

■' (*99) si ridurrà a z=9j" , e sarà quella .di una 

curva GHK. segnata sul piano delle fz; questa 
curva contenendo tutl’i punti della superfìcie, 
le cui coordinate sono x— 'o , incontrerà il 
pianò CD in un punto m , che avrà per una 
delle sue coòrdinale 4r=ò', e poicchc si ha 
parimente j^ = AB=c , la terza coordinata, in 
icirtù dell’ equazione (200), sarà ^ — C, valore 
rapresuntato da ^Bm nella figura: Ciocche di- 
ciamo del piano CD potendo applicarsi a tutti 
gli 'altri piani che gli sono p.^ralelli , ne ri- 
sulta', che per tuUi i punti della curva , la 
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CM» equazione è z = , e eh’ è segnala sul 

piano- delle z, partiranno delle rette para- 
lelìe all’ asse delle jc. Ecqo ciocche indicano 
l’ equazioni (198) e (iqg); ecome questa con-^ ' ' ; 
dizione è sempre adempita, qualunque sia la 
figura della curva, la cui equazione'è 
si vede "die questa curva è arbitraria. 

5 oo. Da ciocché precede segue , che la cur-Fig.4(S 
va GHK, la ^cui equazione è z = ^j può .es- 
ser composta da archi di differenti curve, che ^ 
si uniscono gli uni agli altri, ('*) come nella fi>, 47 
f'g* 4 l 1 o che lasciano tra loro delle interru- 
zioni in certe parli, come nella fig. 48. NelFìg. 43 
primo caso la curva è discontinua, e nel se-' 
condo è discoTUigua. Può osservarsi , che in 
quest’ tjllirao caso due coordinale differenti 
PM e PN corrispondono alla stess’ ascissa AP; 
infine è possibile che la curva, senza essere 
discontìgua, sia composta di una serie infini- 
ta di archi infinitameute piccoli , ciascuno de’ 
quali appartiene a curve differenti ; in questo 
caso la curva è irregolare, come sarebbero, per 
esempio, de’ tratti di penna segnali a casto; ma ' 
di qualunque maniera sla formata la curva , 
la cui equazione e z=9j, basterà, per co-,' 



C') Jn (jfuesio caso , la curva sarà dè- 
termìnata' pei' meUzo di moli’ equazioni , di 
maniera che la prima darà il valore di una 
variabile 'i , per esempio ^ da x=ra fino ad' , 
X = b , la seconda là darà da x~ìì Jìno ad 
X =z c f e così in seguito^ _ • 









A 



K 
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•pf siruire la superficie di fur muovere una rctfe 

'sempre paratela a se stessa con ({ueSta condì- 
p. ,gzione, chd il suo punto m (Flg. 4^) percorra 
la curva GHK , la cui equazione è z ~ c 
jr, 'e che vjén segnala a caso sul piano delle ^3. 

» ' . da 

5oi. Se in luogo dell’ equazione ^ ~ 

H f- ^ 

avevamo quest’ altra nella quale X 

^ dar 

Fosse una funzione di x\ allora menando un 

• . piano CD (Fig. 4^) paralello a quello delfe 

ars, la superficie sarebbe, tagliata secondo ui»« 
certa sezione KF, la quale non sarebbe piu 

• -una retta , CQuìe nel caso precedente ; infalU 
per ogni punto m' preso sopra rjuesta sezion^ 
fa tangente trigonometrica ‘dell angolo nmnr^ 
formato dei prolnugamento dell’ elemento /« m 

, delta sezione con una paralella 'all’asse delle 
ascisse , sarà eguale ad uua funzione X della 
varii^bìle or ascissa di questo punto; e come 
ascissa .or è* dillerente per ogni .punto -‘ ne 
’ tfiegne "clie * 1’ angolo u^ììì'oi'' sara differente lu 
6'»ni piduo della, sezione, ciocche cL dimostra 
tlTe iiF non ^arà più, come precedcnlomenle, 
una linea reila. La si iperfifcie.sì costruirà nel- 
lo stesso riiotlo dm nel problema precedente , 
i lacetrdo muovere la sezione EF paralellamente 

*ad essa stessa’,» in mòdo, clic il punto ni toc- 
.'cl'i conlinuamcnie . la curva GHK, la cUi^ c- 
* quazionc è z ni 

t Spi. SnpponliMuo _ óra' ‘clié 'nell equazione 

yiecedeuté, in vece dì X'— o, si tbliia una 



■V.- 



’t 
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dz ; 

funzione P eli or e di r; rcriuazione — = P, 

comencndò tre variabili, apparterrà ancora ad 
una superficie curva. Se tagliamo quésla super- 
ficie con un piano paralelio a quello delle jc s,. 
avremo una sezione, nella quale/ sarà costan* 

• • ' ds‘ 

le , e come in tuli’ i suoi punti — sarà e-; 

guale ad una funzione della variabile x, que- 
sta sezione sarà , come nel caso precedente , 

d^ '■» 

una enrva. Integrala P equazione — =P,avrè- 
Ujq per equazione della superficie 

z=/PdJ7+<fr; 

se in questa equazióne diamo successivamente 
ad r i valori crescenti/', /" , r"^/'^ ^ec ; e che . 
indichiamo con P', P", p'" ^ P"" ec. ciocche 
diviene in tal caso la funzione P , avremo 
1’ equazioni 

z= yP'dic -p !?/', z: 

2=/P"'d^+^/"', 

« si vede f:h^ quest’ equazioni apparteranno a- 
delle curve dalla stessa halura ma differepr 
di forma, poiechè- i- valori della co^tantc^'/ 
non sono in esse gli stessi : Queste non sa- 
ranno altro , elio le sezioni della superficie 
per mezzo di piani paralelli a quello delle 
,' ed incontrando il piano delle /z j esse 
iormeranno una curva , la qui equazione si 
otterrà .col porre eguale a o il valore di 
jc in quella della superficie. .Cliiaaiiamo/Pdj: 



=/P"djc-H»r" 
z= yP'’^da:-p^'^,e£ 






aoi) 
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cloccliè diviene Y ; in questo caso aweitìO 
z = Y + i (aoa); 

e si vede clic a causa di , la curva deter- 
minala da questa equazione , dee essere ar- 
bilrari.x; perciò, dopo di aver segnata a pia- 
^gcere (Fig. 49) curva QRS sul piano delle 
^•Zj'se rappresentiamo con RL la sezione, la 
cui, equazione è z=y P'dx+ 9 /', ^i farà 
muovere questa sezione , tenendo il suo estre- 
mo R sempre applicato alla curva QRS, in 
modo però che lu questo movimento q^uesta 
sezione RL prenda le forme successive deter- 
minate dall’ equazioni (zoi), e si costruirà la 
superficie, alla quale apparterrà l’equazione 
dz 

5o3. CopSidcriaino 111(106 V'ctjQat^iónè^^ehè* 

rale ^ v- • . ' ^ 

. dz' dz. 

F- J 1- N = o , 

. > dx , dj’ ‘ • 

Il cui* integrale è U = ^V ( art* 483. ^ Da 
thè abbiamo U = ae V = éj esistendo ciascu- 
na di q-aesl’ equazioni tra 'tre coordinate, pos- 
siamo^ rigu«i''dafle /come quelle dl"du.e siìpelm 
eie; e porccliè queste- cooidirtate sona- comuni, 
^se debbono appartenere alla -curva d^ interse- 
siòne delle due superficie. Ciò posto essendo 
a eò costanti arbitrarie, se in U = a diamo ad 
X ed ^ i valori x',^', otterremo per zutìa’fnn- 
zioijé di X*, di^' e di a, che determinerà un puD><> 
»o della sUperfioie,la cui equazione è UrriZi Que- 
sto qualunque siasi punto vurieràdi posizione, se 
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' VVUJIOKI^iBBlTQlUI BÙ .1.* 0»»W« éSiff 
<)iamo successivamente .diversi valori alla co- 
stante arbitraria a , il che equivale a dire, che 
facendo variare, faremo passare la superfi- 
cie, la cui equazione è ZI = a, per un nuovo si- 
stema di punti. Ciocché diciamo di U =: a , 
potendo applicarsi a V = A, conchiudiarao, che 
la curva d’intersezione delle due superficie 
cambierà continuamente di posizione , e perciò 
descriverà una superficie curva, nella qnàle a eò 
potranno essere considerate come due coordi* 
nate; e poicchè la relazione a= 9 Ó , che liga 
tra lóro > queste due coordinate, è arbitraria, 
si vede che la 'determinazione della funzioni^ 9 
equivale al problema di far passare una su<- 
perficie per unai curva descritta ad arbitrio. 

5o4. Per mostrare come queste specie di 
problemi possono condurre a delle condizioni 
analitiche, esaminiamo qual’ è la superfìcie , 
la cui equazione è • 

ds*^ dz ^ ^ 

' — = .»• -r— . . . 1 



da: 












Abbiamo veduto (art. 474) que^sla equa-* 
zioue avea per integrale , ^ 

■ rcciptociunente da questo integrale si tira 
-f- J' =r ♦z; 

se la superficie si taglia con un piano para- 
Ielle a quello delle x j- , la sezione avrà per 
equazione ; 

a:’ -j-^’ = $ c; 

« rappresentando con la costante si 

avrà 






i 



» 



»4» v' CILCOIO integrale < ri# 

- ‘ ' x’ + y*=a*. ' -ri^V 

Questa equazione appartiene al:cercliio; per-' 
ciò la” superficie avrà tale proprietà , che ogni 
sezione fatta per mezzo di un piano paralello 
a quello delle xy , sarà un cerchio. ^ 

5o5. Questa proprietà è ancora indicata dal- 
l’equazione. (apS) > poiché, in virtù dell’ arti* 
^lo se ne lira >■ 



Questa equazione, ci fa comprendere , che la 
Sunnoruiale dee sempre essere eguale all’ ascis- 
sa , ciocche è una proprietà del cerchio. 

5o6« 1^ equazione (ao4) non significando 
altro , se non che tutte le sezioni paralelle al 
piano delle xy sono cerchi , ne segue che la 
legge , secondo la quale i raggi di queste se- 
zioni debbono crescere , non è compresa «nel- 
l’equazione (ao4), e.che perciò ogni superficie 
- di rivoluzione soddisferà al problema , poiché 
si sa che in queste sorti di superficie, le se- 
zioni paralelle al piano delle xy sono sempre 
cerchi, e non è necessario di dire , che le ge- 
nerttrice , la quale in una rivoluzione descri- 
va*la superficie, può essere una curva discon- 
tinua , discontigua , regolare o irregolare. 

5^ 607. Cerchiamo dunque la superficie, per 

la quale questa generatrice sarebbe una pa- 
rabola AN (Fig. 5o) , e sùpponiamò., che in 
questa ipotesi , la superficie fosse tagliata da 
un plano AB, che passasse per 1’ asse delle 
; la traccia di questo piiuo sopra quello 






* * ^ 
IWirjftewf AKtfTRAfttc nrt oknnre • 

lìelle xf 'sarà una retta AL , che , con-T^^l- 
dotta per l’ origine a vrb per equazione j-=sax; 
su rappresentiamo con t l’ ipotenusa AQ del^ 
triangolo rettangolo APQ costruito sul piano 
delle xff' avremo ^ 

+ j ^ l- 

Mia essendo t l’ ascissa AQ delta parabola ÀNi 
di cui QM se z è 1’ ofdiiwita , per la Baiata <U 
questa curva avreqto 



t^bz: ' 

sostiMicndp fr V il sao vaiare x* si avrà- 

1 • • j 1 

* = |-Cr’ + ^0» o à=-(a*x‘+ X*) 



* :»va,' 



1 * 



• ./=T^V + 0ì - ‘‘ . 

jS * ■ ‘ . '* : 7^ > . ■• » V*. 

e facendo ^ *f* i) s ^ avremo.' 

® jf-- 



z = mx* ; ■ 

di sortàctè la condizione prescritta bell* fpoV'^ 
tesi ; in cui la generatrice è una parabola '^* 
che debba aversi 

*• I ^ 

, a=tmx\ quando è"y"E:aJ!f, 

5o8. / Cerchiamo ora di. determinare "per 
mezzo di queste condiziooii la. .funzione ar-*^ 
bitraria j cU’ ontra ocU’ equazione (ao4)v A 
tal oggetto rappresenteremo con U la quan-^ 
tiià x’+j* preceduta dal segno *, renuazio- 
ne (2 o 4)' diverrà *" * ‘ 
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S * ' %yv tÀtOOlO INTEonAtè . 

«4 avremo le ire equazioni -- ,- 7. ■:■*•■ 

casjjuc’ i 

EKmineremo r per mezzo delle ’ due prime vi* 
ed avremo il' valere di > c*^e sostituito nel- 
U terza ^d ' darà ^ ^ , , 



I • ■.*; t '-’f’’ '•' * ' ■■ 



,. .., --T.- V -. • • ■ '•‘tT 



a* 41 -. ■ ■ ♦ 



•; s 



Muazipne che.ridiicesi a 

.? 'Vi*^ 



' i.w ^ < V' «■■*•*>* 



<> 



ì.'V J- 4-0 + '.i • x. 

•■ t 

1 '‘> 



»» X 



, ... , Vy li, 

' >v. perché abbiarto supposto - («’ 4" 

' - 1 . ■ '■ • * '. . i! O i.^,,-.. -tf- ^ 

* « • ‘ sto valore di zsostilùito oeQ* ei|uazi#n« (ao5)> 

'la cambierà ia ■ * 



• 4 ? 



^ 4 te * ^ 4 , 

_ '^’X~ '•'■ • 






%■ 



h ■% i"‘ - 

sostituendo jl, ^^Iore jii U in questa équa- 
zipuej,' Iroveremo . . 

• sJlTé^'tìte la flinrfonte è determinata ;jw3i- 
■:> stttrtcódo 'Ibésio Valore di p(ic*^ + /’) 

«aanune ; V integrale eeteato sai* 



... r/. >\ " «■>* * " 

.'■' '■•■• ’’ Sfa ^ (ar' -^ 5 ^) V' . ‘ 
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equazione, che gode della proprietà rithiesia, 
poiché I’ ipotesi di j = ci da 
z=.mx*. 

5og.^ Questo metodo è generale; poiccliè 
supponiamo che le condiiioni , le quah deb- 
Imnó determinare la .costante arbitraria siano 
che 1 integrale sia F(x , / , ^)= o , allorché 
SI ha j{x, y ^ — o : noi ci proccnreremq 

una , terza equazione, eguagliando a .11 la 
l^antità pfeoeduta da 9 > ed allora’ eliminai)* 
do suceessivaraente due delle variabili x, r, z' 
ciascuna di queste rariabili si avrà in fun- 
zione di -U ; sostituendo questi valori nell' in- 
tegrale , si giungerà ad una equazione , i4t:ui 
primo membro sarà ,el secondo un’ espres- 
di'tU ; cimottemlo il valore 
01 U in funzioni delle variabili , la- funzione 
arbitraria. troverà determinata# ' - • 






/'A* ^ yj 



DeUe fmzioni arbUmrie f eh* mtntM 

i^ak deW equaùorU d^^eiuùak ornati 
di »econd\ordine. * - ' . 

^^fereo»i»U pftreialé.- di 

cono ordina.- conducono a dégP integrali^ che 
racchiudono due funsróni arbitrarie : la deter- 
minazione dì, queste i’enzioni iniporla il, fv 
passare fa siiperficie per due cVrye ’chè 'po'is^ 
no essere djscontique^ c.jliscpntlgue. Per ilar- 

’ ' *■ d*- 

ne nn esoalpio,^pfe^|diaIn^J. Peq^le^»one 

» é veduto (^rt.'^j; olle j’ intograie di que- 
sta equazione Già ^ 
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^,— + 4.7 . . .Xao(i) ..... . 

>'*•51 5 >i.ino A.r , Ar >• cd Aa gH assi cnordi- 
naii ; se si mena inrpi.mo KL panale! la men- 
ta a quello delle oez, la sezione della sujjcr- 
fSrie fatta da questo piano .s.-mh unà rclltJ poic- 
ch^ cssemlo epjuale 'ml Ap per tuli* i punti 
di 'quest. 1 sezione, se rappresentiamo Ap con' 
nna rostanie r, lovqnaiuilii ty e .^/.diverran- 
'* 9r, r e perciò polri»nno essere riin- 



* 

», I 
■ 












DO 



fti.aziaie dà due c.òstanli a e À , di sorta 
r equaiiòne (ao(>) diverrà * 

, ■ z^àx + b , . I (207)) , 

e sarà quella della sezione fatta dal piano KL. 

61 1.- Per conoscere il punto, in cui questa 
sezioni incontra Ì1 piano delle , facciamo 
a:-i©;(in questa ipotesi P equazione (206) pi 



nna curva 
Ci sarebbe 'faci- 



da fide 4-r , ciocché 0’ indica 
.segnata sul piano delle j-z, 
le di dimostrare, ron?e nell’ art. 49^ t clic 
1*, ijnieeAtra-.^ cutMrà' rwnA irt ^n- 

«oi»e, questa ò- una retta, pei* d'értr- 
tninarne la posizione , non si tratta che di 
trovare on secondo punto , pel quale qliesla, 
ii.nea passa, A..tal oggetto osaerviamo clic, ijiian- 
'do- é jc:?=o, l’equazione (206) riduceSi a 

mentre , che quando é .r = * la stessa equa- 
zióne viducesi a ■ ■ >, 

facendo, come 'prócedcntcniiftnte Ap ~ r'V 
questi due valóri di z diverranno ^ 

‘ Z = by 
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FU*(ì:IONI ARBlThAK^E DI 3.'®"oRDUI£ 

é doleriniimnu dttc punti /« , cd /presi sul, 
la stessa sezione i/r/', ctiu aLbìaiuu veduto cs-. 
sere una retta. l*cr eostruiie cpiesti punii j'sji 
farà nel seguente mòdo: si sej'uerk arbitraria - 
mente sul piano delle la curva (unb ^ c pel 

F untu yi) , uve il piano segante KL incontra 
asse delle ^ , si eleverà la perpendicolare 
che sarà un’urdinaU alla curva: in 

seguilo sull’intersezione IIL del piano segan- 
te, e di (|ueHo dello jcj si prenderà la purio 
jtfj' eguale all’unità e pel punto // si menerà 
un piano paralellu a (juellu delle , ed in 
questo piano si eoslruirà la curva a'ni'b' sul 
modello dell’altra amb ^ in modo che sia si- 
tuata simitmoulc; allora f ordinata m*\j sarà 
eguale ad mp , e se si prolunga wi'// per una 
(juàiitità arbitraria mV, che rappresenterà a , 
si determinerà il punto /• della sezióne. 

In seguilo , se collo stesso metodo si pro- 
lunghino tutte le ordinate della curva a'm'b' 
si costruirà una nuova curva a'rb' , la quale 
sarà tale; che menando pef esse, cperamb, 
un piano pnralello a quello delle , i due 
punti, ne’ quali le curve saranno incontrate, 
apparterranno alla stessa seziona della super- 
(ìcic. 

Sta. Da cioccliè precede segue, che la su--- 
perbeie può essere costruita , facendo muove- 
re la tetta mr di maniera , eli’ essa locebi 
continua mente le due curve amb, a'ib'. 

^ 5»5. Qtiesto esempio basta per iiioslraTc co- 
me la dcleruiinazioiie delle funzioni urbilrarie, 
Ip quali rcudunu cutiipiuli gl’ iulcgrali dcU’e- 
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quaziotii differenziali pa rzalj di §ccpnd’ ardi- 
ne importa a , far passare la superficie per, due 
P'^ssono' essere dì scontinue; discou- 
tigne ^regolari, o^irregolari , egualmente che 
le funzioni arhitfarie , che servono a costruirle. 
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<<*•. ’* f' ••- *• ••* *• ' '' •* 



* ' 'S 'u sui modo dt iT^are'^^io.hvilappo 

rfei logaritmo *-J-li. »-’•' * 

' Egp^^ 4TOO, 4^«^odi^'i»|(i«^ IfQvare 

il logari^uìQ ,si cer- 

■^heri lo svUuj^o^TO *t“ segiicnte 

À»ddl si tfd tritó ie» 

tefnrini òrtìftWtt , 

d« V os^rrah^o * 

dcntó‘^ 'ii' Infatti 

* i%( I -f ^A- 

dovendo questa equaifeStò’^t*Af 
iunque sia Jt , Oe 'risulterebU^i , che facendo 
a: = o , ' Si'‘»|!overdl»l)*r À iop ? pcfciò 
scrivere qao 

log( I + arj s= Kjt 4- Ba:* 4 Cr* 4D&*4 «è- ;( i)f 
cambiindq x in ^iiuilin^t|: si avrà , , , 

' log(fc 4 z) siAa 4 Bz’ 4 + Dz^ + eci 

irtsendo z^ a^traria polrerto supporre cUe-.'ri 
vs 4fa\ a» ^‘S la ^àztoBU' -v- . * , .; • .• *- 

■ ■<f^4 xr, ->6.',1 fcf* 4'^^“."'^ ' 

tirando da questa equazione U,,.v^Q|e di 5,f 
sostil^uduk) ircU’ equazione 0) 1 lrovi»ei»o ^ 
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**•',* • * 

’a4i j- aoTA Prima 

fàg( I -f *)• =* f^ 3 B + JC*) 4. B(o 4* x*Y 

+ (X,^^ “h + ec , 

o, Sviluppando cd ordinando per riguardo ad j?, 
, leg(i-f-j?)’ = iAlX +(A+ 4 B)jr’ 4 - ( 4 B-}- 8 C)ar^ 
4- + la C 4-,.i6I))x< ,+ ec. . . (a>, . 

D’ altronde essendo la proprietà de’ logaritmi 
espressa in questa equazione loga“ /doga , 
abbiamo ' . . 



log( 1 4- or)’ ^ 2log( 1 4- Jc) , 
o , sostituendo ad (4,4- Pc) il siui sviluppo 

,Iwg(i 4- xy — 

sostituendo questo valore 'di log(i, 4 - nel 
pri tuo. membro dell’ equazione ^ (3),^ avremo 
'un’equazione , cbc avrà luogo y qualunque 
silfi 3? ; perciò eguaglia ndo> tra loro i termini 
affetti dalle stesse potenze di x ^ avremo . 

a A = aA ,,"A 4 " 4 B >?*aB, _ 4 B 4- 8G ap ec , 
fittila quale se ne , deduce ^ ,1 ^ 

t I A- 



A--- aB. 






SfOStitiiendo questi vsl<;>ri , ' trovereino . 

' ■ ” j ^ ^ 

log (i 4- ^ À '^ic' 4 - — 4- ì.4-éc(i V4-C. 



Quando ' 4 ' , F’cquazione precedetft« du 

log 1 = 0 4 - cioè 0-330 4 <: -C } dunque non Tf 
è alcuna sostante .da, agginguervii fai;ciaiuo 

• * ' , 

« jc — , avfeiutf •*>■- ■ :•■' '• ••••■ . ' 

• T JP ’.-ir-'' » . » -,.1 ■ ,^V ,'J ■ . ' I 



vr 






«YiivvtKv'M vv' toéUnftriio 
'h \ 



2 %- 



dividendò per k 

)og(a: -fh ; — lo^jc 
~k 



I + — . ì , O logf ~~^J » O log(jB-+A) ' 

/A A> A* \.. , 

— •Iogx = A(— + — ;+ ^+ecc- 1;. *• 
' \ OF . aa;’ . 5 a>^ ^ J' 

\ >•! ' h ' \ 

= A r P ■ — p-f:',r^-+ec J 

' aar' .• a«! • y 

. ^ ' , dlogje A ’ ^ 

Passando al Nmìte, troveremo -- — — ; per* 

^ . • ^ . àjp X ■ . 

ci^ ri dtfferensiale di loax 99Ì& A — -ìì Vi ve* 

' ■ X ' 

cke J« cMtUnte A' non. é che il modulo. 
Nota SeCoììba' '"■ ■ 

( Pag. 186 , 34^ calcolo dilTerèn7Ìàle[ \ 

Sul pritictpio JondameAfnt^ del metodo ^ 
de* coejueienti ihdètet'ntinatì. 

' . ■" • ; •* .- M 

Nel seguente niodb può ’'dìttfós!frarti j' xtó 
quando un’ cqitaaione j,, cotiie pet' eseirijjfe ^ 

+ iir E ^ 

lia luogo^ qualunque m^r- bisuguai'.,^c\sa^^ 
nieula che ciascun^ de!eoe{ 4 ci^uli A^ Jp^ 
sia nullo ; infatti pQÌcèlic x può gvei'.e un quir 
Junque valore , tacciamo x = o, c 1 cqn.Viio" 
ife ( 3 ) ridurrà nd E ò, c còin«^E ITiindiiert^ 
dente di Xy E è diinitjue antota 'nullo ,'*|^an- 



•T equazione (3) riducesi ad 



s6o ^OTA SHCORD^, 

che quando x non è ^cro ; d’ onde segi^e che 



s6o 



kx‘* + Bjc’ -f- Cx’ + o ; 

sopprimendo il fattore com'uhe.x, resterà 



Ax^ + Bx* Cx + D = o ; 



applicando a questa equazione lo stesso ragiqr 
uameulo , di cui ci siamo serviti per l’equa- 
zione (3) , dimostreremo , che D è nullo ; e 
continùandu così, troveremo successivamente, 
che gli altri ^efficienti le spno ancora 



■seni in (iegii aìxhi ■moUipiici. 

Esiste una ^ormola ». elicila il 

valore di uria potenza di un còsènó in fini- 
zione delle quantità cos;p ^ coszx , cos3x, ec, 
ed ’iìiia form.ola . analoga ha benanche luogo 
per gli soni; importa di farla conoscere ; ma 
prima di occuparci di questo oggetto , coutin- 
cerenio pQjr dare la dimostrazione di uqa for- 
inola imaginaVià rlraaiqhevdTe , della quale àh- 
deremo iiumediataraente a servirci.»’'' 

Sia dunque 1’ eA|)ressione ces'i^i-l- sen ^g? ; 
eh’ è il prodotto’ de^ du e' tàtlortcos^-t-sen9ff — i, 
e' COS9 — scn^f'^’^li* * •' se^Tac^iainb • 

còs? + s6naf' — j. F.é avremo; Jilfefen- 
Ziundu .. ■ 




Nota ^ e rz a 







tnttn. DELLE POT- se' fos. E be' »eià ^!K 

àFp 






= — sen» + cof^fj^ i 



òneSta equazione móltiplicàia per'— — ■ i, 
aivlene ''■ , ‘ ” 

» -.iv 4 .. sV ti ■-•■' i 7 is. 

dFfr . . 

— . i = seti^tjr ' — I + cos»; 

d^ ' * w "’, t V V ‘t* '■''•"■‘.’i 






e poicehà p^ intesi il 4tfo -secoa<£a membro 
^ eguale, * F# , ovresao ••••>• »\' 

(da oni SI tua ^ ^ 

o--> t. i ' # -.• ‘A 



^ -ir — t « 



• ■■■''•■ , r., ,,, . 






ed integrando si ^o\a 

*■ 4 •»• V ' 






?=.(f|'''7^=a(ìj(p -i ìiyi^«=c toge • y 
passando' à' nummi si 3i»^ - • ^ ’ * 

'■ ' '.*■*■ r ^1- ■ ■'■■.'■'*** r 

sq e ; . . . a 

e mettendo per Fo il suo valore i. si ha 

' ,» •* ' > -- ■*,,' ■■ '- 1 « - 

VY — * . 

cos^ -t- sen^F^^'i a= e ' - ' ' 

Questa eqùazMttiè‘'àvendb luogo , ‘^quahinqti^e^ 
sia 9 , .p©«».t ci^iai^ .e. si 

ancora 



vijmrm-'y lf 
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‘ ■;' c '■' _ ' 'ui'f7’~‘V“ 

coan^ +'senm(f^ — i =3 è 

Questa pot^E^ Mnagìoaria e Uà un’ aiira 
espressione , poiccUè l’ equazione (4) elevata 
alla potenza m ci da •' 

• V Wy~»~ 

((»si^ + sea?)r ~ i'y":3: c ~ :?3e : 

> 

^endd idèntici i dne secondi membri delle 
due ttUime equazioni ^ si;,ba , eguagUando i 
primi, . ^ 

(cos<p + sen<f]K" — i)® ' 



sEE cosm$ +seo/»^|^ — 1 , , . {5]^;.^ 



M si fe <{> =3— « 9 nell’ equazioni (4, e d),que^ 

ste diverranno '• , 

« > . / 



eos — + sen — 

(eos — 








^ = cos ^ sen - m^yr — ^ 

Oi- se 9 rappresenta Torco AD f 

• — 9 rappresenterà AD^ ; e come questi archi 
hanno gli stessi ctìseny, e ^ stessi seni ma 
di seguo contrariò, si aVrà 

• ■’ -■ , • /.^ \ -J. . 

cos — 9 =e COS9 , seu — 9 seu9 ; 
si diistostrqrebUe aueora jche è~ .. .. 



cosrr cosw9^, e , ^ — seuw9 ; ^ 

sirìeliè sostituendo questi . WH 

C%!c (7) »*♦ “**<*'* 



V 



tntvp. Bstic vf' jeot. K 9V* ttn . 

*5. <»' ^ .^*^V I 

C0S9 — ‘ sen^y — i = e , . ? c ( 8 ) 



(cos^ — seti 

’= cosm9 s^njn^y * #. *- ,a 

Ccrcliiamo'.ora Jo sviluppo dicos“;r in fun- 
zione degli ‘archi molliplici di>,e ‘senza 
piegare le potenze de’ seni e de’, coseni. A tn- 
ie oggetto siano • „ 

cosJT -t- senxK'tiri j 5 , ^jo) , L 

cos.^ — senxy -7 = v : i . (i i) ; 
fjuest equazioni sotuinate danno ^ *' 

' ••V 



e perciò 



cos 3s — . — ‘4'e)' } ^ 



> r T ^ 



cos”x=,:^(a+ 

• , ^ < ■ ■' *• p‘*'‘ * ’ ' ■* 

^iluppandb questi binomi! per m e>zo A»Ha' 
£[>rmola-%sata J -si Otèiéne ' ' ' ' 

•'■■■' CÒ8'’^r,aa 

Pm mi ‘ 

— ecc I ' 



=i[ 



008**^: 

„ ' (»t— iT * 



sommando qiicst’eqtwzioni Si tpoVà 



■tf+’eeej; 



;#■■■ 



J-% 



- «stri Ttó " ■ * ■" 

(m— i) 

+ m . . . (la) 

2f '' ■ ., * ‘ # ■ 



Dalle foinurfe (loO ; e fi i)* st &a ‘’ 

•'^ * «’“ = (cosx + senxy^ — ■ 

^ 4 ^™-= (cosa: — Setìxy.^st^ i )“ ;' ’ " 

r -’ V » 

soslitnendo ne’ secondi inerabri di f|uest’ e- 
quaziorvi i loro valori dati dalle fownblc (5) , 
e ( 9 ) , si ha .. 

; ^ ■ ’ 






u^=i cosmx +‘SQi\mxy~ i 

~>V.- ' ; 

,.tn 



v™=cosroa : — fienmxy — 1 . . . (i3) ; 
sicché saeà , : j • . - 'v 

«“ + !'“=: aooswia: , 



- tt* r 

«d «*»'**= cos*n»x + setCmx=: i ; 



e ^10*0 ^ . uv^ì ■ 



~ ’ 4 <’*** ^ * =icoà(/» —z)tc f u“ =ai 

4v^^=5icOs(TO.-,r,ii^^,-|^?.^4^ ^■^t=Ì i 



ecc* 



P«c* . 
•> * 



ecc. 



sostittKndo quésti valori’ nèlf equazione J(ta), 

fi iroye,^ v: . • • | 

' ■ -. 1 m 



cos*"o: = 



^ v^hiZpj acowr^\^,a/:icos(»j— a)j:dt ' 

,'i ry:-Z 1^ ' •. •■• .. • '".••"■ ’ > . . ' 



i , >•. ^ ^ , 

\ffi— i) -| 



'•k l 



j 



Diqitizcd bf<i()(v.;;Xe 



r 



O 



rw 



•Vltri». DELLE EOf.''lìÌ’‘ sm DÉ’ sEWi _ a 55 * 

'Questo sviluppo provenendo da (|nelid di 
(rt 'contiene )n -f^ i terniinf^. se si^^fa 
syceessivamenté "tt* =: i , jw = 5 %i =5^4 , cfcc 
e dhe i' có^ni di^rarchf'^egativì '^si* carabitno!' 
in positivi in virtù delP eqaaiioue ^'cos 
SCOSCI, -si formerà il seguente quadro 

' . 1 ’ 1 '** ' ’ 
cos’ór =j- — cosaj:+ — * 5 r\ 

J» a • „ 



Q 



kj<; ' V > 



c 



V* , . CQs2«r , 3cos5^, 

t50S*jrs=: 4. A H' 

: . ,-4. V 4 



.1 tf 



’ 'dos4x ' - 5-^' 

' < '<8^ JT3 -f' “■casair 

.8, . » , 8. , 



7 ;- 



r < - 



Questi possono essere abbreviati poj^ e 

qhc' i fermini egUaiiaente dtstautì d&gii estrè-'^ 
mi delia serie' sònòNjgijali.' Per dinaoaCr«el$- ^ » 
osserveremo che i coseni ch*'eatrano njell’ e- 
quaiiòne (i^) èssendo • ' ' ‘ ‘ ^ ■■"■.'V 

cocnM? f coa^nti a)2e * !Cda^«— •■tj^ory* » i' ^ -* 

O pkKtdStiÓc- • -* 'r .V . •; . { . -i 

CP.V*M? K^S^W — ?•?)??.. V ^ 

* — an5]|j:^ecc. 

considerando i numeri^ che s^noào. jl segno 
in ogni termine della serie , si . vede che 
uno di~q»N^ imnM ‘èndrCTr^piello de’ -termf- 
*'*,P*"®*'®denti« Perciò il termi nCi' che, ne ha Ji 
priiiia di lui , sarà alFetio «la ’c0s{m 
Per riguardo -ài tèrmine che jie"h;« ri dopòfiiì' " 



* 









f. / 



» i 
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V 
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aS 6 t SOIA TBRZà 

■ n ■ ■ ^ . 

come lutto il numero de’-terminl della scrié 
è »*+ 1 , quello _^clié ne ha n dopo lui terrai 
il rango m-y i ;i » e perciò avrà m -»■ n ter-r , 
minf av&nti -di lui ; perciò esso, racchiuderà, 
respressione , x 

cos[ff» <*- a(w — n)3 .r = cos(-— m -f* a») 4 ? ; 
e come abbiamo veduto che si potea cambia* 
re il segno dell’arco , il cùL coseno è dato » 
BÌ avrà 



<»s( — »* + »«)<* = có*(/n ^ 8o)a: ; 

sicoliè i termini egualmente distanti dagli 
•strenai deità serie hanap gli stessi coseni ; e 
come essi hanno tincora gli stessi coe£&cien- 
ii (*) , poicebè questi sona quelli della for- 
binomio, ae risulta chjS quegli «ef^« 
BUOr seno eguali. Porciò allorché t» è impari, 4 
il MXi^ecu m 1 . de^ - temiini della serie ^arii ' 
* ’ (tu I à » 

pan,' e basterà di raddoppiare, ih y—- 



temuni per er^re 4 «U* i termini- detta serie; 
ae m k pari , /» + 1 . sarà dispari ; allora si 
nnirà al termine ^ 'mezzo il dóppio di quel- 
li che lo pre'cedèranno. Questo terraiac »oou-. 



perà >1 rti^go 1- 1 ntdlà serte, e perciò sa- 



rà affetto da coi(m — ,= cos] ò= i ; sicché 
non conterrà affatto coseno, ' 

. ‘ , • • . . • ■ • . .'I : » 

■ I. iy, | .M — . . .. — - ,W » I |H » l 



"vnr 



(*) Ciò pub conoscersi 'pàrngóndjìdo lo 
sviluppo (li (a - 4 - b)*^ a (jiiello di (b 4- S)*" 
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S^.TW'. om* . W fòt T. Dt’ stvt iSf 

Con ur^ metodo auaiogq si può trovare Ipsvi- 
lappo A sen'"a:. Ji tale oggetto loelìendo 
1 equatione ( i r) dall’ altra (io), trova , , 

^ rr-v i dunque sarà .fi , | ' 



) » 



• senxsr 






•T #. 



aK-T 



elevando i due tnembri di quésta éqtìazioné 
alla potenza di ai avrà 



sfu^jcsa 






(»— *r' 

Se m « eguale ad un numero pari zp $i ha 
(u — p)'V ^ v)’3P afv u) ’ ]P*=(» — «)^ 

4un^e sarà * ' ' 

(« — = (V , 



Si svilupperanno T equazioni 



•* • 



* a ‘ , •.'*'1 ■-■*«* i 



sen* 



I . 



c» 

pel oiKYando cime P'al^iitoe dello «ul eoDrl 

SI troverà- ^ * 

* 

•.' '‘“'■tv';- 

' - ' ' r ' ■ 

*7 



r* 



“T-’ ■” 
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' (m-i) 









xos(it» -rr'4)^'-f ccc ^ \ '• 

, + ' I ~ I ^ 



t ■* Trt 

♦*0'- (; >-■ , _ I 

la qnrfnlilà fmtàgìrrana ( 4 ^ — 1 j™ scompa* 
rifà dal , p«Hs«hè 'èA ^vata'ad-* 

una potenza pari . 

Se m è eguale ad iin* liumerf^-d impari 2p -}- 1 > 
si avrà 

,C“ ,‘t- ’ . '='(** ^ ""■ ■' • ‘ 

= (if — m)"!*— t(v — ■ t — ; ' 



perciò sarà . 

(u^y)^=S^(i, u)’^ , 

® t.» u •'•?■•■•■•* ■*''"■•■* '■ 

(u^i>r r 

‘ ■ - ^ ] f‘ ‘ ■ 



'i 



f j, j ' «eià“af wt 1-1 
; ^ 1)’ 

se«“.r = -r*-' f v'C (i5) . 

li* ' ' . 

sviluppando (// — t’)*", e (i'-^ — «)'" per mezzo 
della tÌH-mio^ del LinoiUÌ4^.i C.6(^i,UueBdo que- 
sti sviluppi neireqriawoAi (^5) ,• cb^c »i som- 
meranno , si avrà 

# . . f 

‘ ‘ 1 ‘r ' 

, ... A ' ' 

’ — -ip ecc J . . . ( 1 C) 






ÌH 

— A-w(«f 

1 



* t . ’ *. 

soUraeitdn P equazioni (i5j I’ MB-Ì ’dair altra , 



•tr- 



Dirji;i. 



’S'‘ 



* » ' / , » 

, , SyiVVT. BELLE POT,. DE COS. E DE SEMI ajJ 

rnoUipkicando in seguito tra Joro quéste Istessc 
<>q«aziorH , ed ossoj'vandn che la seconda o- 
pcrazione ci^ da la somma de' quadrati di 
^efwix , e di cosw.r , clic equivale air lenità » 
si troverà 

w*"— 1^'*“= 7 .icnmx^ —‘1, i. 

‘ ■ t * ' ' 

Op erando nello stesso modo come qm 
si oaiBl>tei^ r equazione (i6) in 



seri jp = 



t{%r 



I 1^ m 

1 sQBnur — ■ • — sea(m — 
^ L. , V 



a)x 



m(m — x) • *1 

. f , Rcn(m — 4)* +ecc.J 
1 . a ' 

. > I *' 

Come in qaesta qjotesi m è impari , la po- 
tenza TO-^i, alla quale è- elevata la quanti- 
tà _ l~ h pari, iljAéfa svanire là quan^ 
tità ima{{iaaria jK" — i. 

■ JYoT A QuÀRTid • ' 



( Pag- r5o §. 5y6 calcolo integrale ) 

I ^ 

Sulla maniera tli determinai i volumi de' 
corpi la cui superjìcie può essere espressa 
da una funzione di una stegsa variabile 



Quando i solidi non sonò di rivèlo»ione , 
si può qualche volta detèrihinare il volumi 
per mezzo di una semplice intcgràzibnfc «eli- 







*• 
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sGo NOTA QtlARTi « 

za fare uso ^elln forinola (3^ p9g. lao ucF 
calcpJo Questo è cioccliè and^remO* 

a fare riguardo alla piramide ABCD (Fig- 55).' 
A talQ,oggcUo concepiamo una sezione GFfì 
paralelìn alla liase DfìG é dal vertice A ali- 
Lassiaino nna perpendicolare All sfitta hasrf' 
I)I$C : chiamiamo x ed h le parti Aly IH di 
(piesla perpendicolare , compresa tra il punto 
A , ed i -[tiarii DCB , G1'’F : la superficie del 
triangolo GFE, diminuendo o aumentando , 
secondo i! valore che si>da adj?,è una fun- 
zione di X : dunque si ha ^ 

GEF =^fx , DBG zuif{x .-F k). 

Il volunne della piranaide AGFE essendo an- 
cora nna funzione di a? , potruiuo. supi()orre 

voi. A GEF — CfX y voi. ABBC = (x -j- h). 

Or' egli è evidente ,_che, la piramide tronca^ 
GB, la quale e la differenza di 'questi jrólù- " 
mi, sarà minore del volumè della prima , 
che ha BCD per base, ed h' per altezza' ,* et' 
sorpasserà il. volume ^del prisma, clie ha EFG 
j)cr base , éà h per altezza. Il rapporto di 
questi primi è 

f{x + 1ì)h _ /(x-f-/f) ^ 

Jx.h Jx ' ’ 

* f V 

nel caso del limile , divenendo questo rap- 
porto eguale all’ unita , a più forte ragione 
sarà eguale *iU’ unità il rapporto , eh’ esiste , 
fr^ U l^opco d.cllit piramidé (iBj.ed uno di que- 
sti. prisuti. Or essendo il \TjIunie del tronco 



' ' j6f 

^/iramifle rapprescniàlo da 9 (>t' + 
il rappoi'lu di qac&io volume a (jiiello del 
prisma, la ci^i base è GFK , ed h l’ altezca^ 
sarà" ■ ■ ‘ - 

; «. . >•1, ;•< 1 v>. 

„ ■ 0 h ' 

Vx 4 -/o'-'gx V 

. , *: ■ , .rv *- •• . ./^ ; V ->i 

passando al lunite , avtemo ' 

doa: 

/T d-r " • ,• (‘Z)* 

Y» ,i ‘ • ■ ■; '••• ■>"•■*<* ■ '■■' 

Gol metodo d^r- 

rebbQ giuuto allo jslesso^ ri^ul/tacaQM,U|S., 
citò concependo 1 , la piramide code ctHpposU^ 
da fina infinilà di strati paralel)» alla )iua 
ogni strato potrebbe esser considerato coitìc 
, wn prisma; la cui base sarebl >6 J^ , e dx 
r altezza ; dunque yir»dj: è elemento delia pi- 
ramide.. , 
tira' per determinare il volume della pirami- 
de ^ sinno li la .^nperGcic della su» ba.sc.iijBC> - 
cd A la Sua altezza, avremo 

B.^csA’ v ’ • • ' 
dùmque sarà • •' •■t 



y i.- ■«. 



A’ ■" 



• v.,^ Km 1 *►* 

v'*N* • •.;.*vv 

i ‘ > 

d •• -f 



sóslìtu'endp «pulito^ valore ucll’ eqdpii^^ X*-?:), ! 



si troverà 



r ;ì 






• . xJ*r;^Ìl a.r; « V ' 



c-rW 

^ 'Vt-À 



" **» 



r 



ed inteiMando 

O 
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BOIA QUIHTA 




J 






i ^ • ■t'i. 











Il vòlume AGEF r«»p^rcfientaio A. 
nenào xero, qjiaoda 



e X = o 



i.> 

a' 9 X 

^ , ■ 'r'- 

iK)« VI e al- 



dlve-r 



cuna cablante da aggiungervi ; se in seguito 
’ Si fa == A , si avrà per j’ nuegrale defini- 

' ■"' BA ' 

|o l’ espressione cU’ è quella del volume 



della piramide ACBD. 

In gedénle , se la sèzlone ^FE , invece di 
èssere un triangolo, è una superficie qualun- 
q«« purché <|ueBf a Sia imà Itiniwone di a: , 
si dinjostrerS ; cóme' T ahlnatno fatto per la 
j^rairtide i ciré T èleineiibo del Solido ha per ' 
espii59sk>ih€ ^rdar. ' ■ ‘ ■ 

i >, ■' V. ^ X fif. . , I ■ .» /' 

^ * Bi d A Q V j N' T 4 ' 

»’•; * A-' ” V *• 



( Pag. i 3 i , calcolo integrale §-^377 ) 

I i, ►. ^ 

Suttu prójezione di ’una supe^dìs pianfi . , 

' » ' * 't ' * 



Per dimostrare che la |>poj«èióne di una su- 
perficie piana sopra un piano, è eguale ot 
prodotto della stessa superficie pel coseno del- 
la sua inclinazione , cliiauiiauio > 1’ .'uigulo 
di proiezione , che una superficie A fa con un 
altra B; la superficie A essenJo incliuala sul- 
1’^ altra , lA incontrerà necessariaméut?; 

, -e l’asse delle a: alla loro coimiue'Sezi&né 
•i» e supponiamo che le ordinale, ^ (Itila /Super- 
ficie B siaitiu perpendicolari a (jucsl' asse, egli 
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" roMZ*HE ut viTa »cm«fick nAAÀ ^ a(5J 
b cerio che ogni oiiliiwta ^ di tjucsla %uptìf- 
Ucie avrà j^cxj 7 per projoiiouo sull’ altra; per- 
ciò esstiiuìo l’ tìjeiueulo della supurficie A rap- 
presentato da fdjc ( art. 54,9 )» iIUbUo delU 
snpcrlkie B lo sarà da jeojydLpj prendendo 
gl’ integrali avreino 

A =Jj-dx ,, B = =:<:osy^dJc; 

eliminando /jdcT tea queste equazioni , trOvt 
remo i 

... •• .B-=?Aeof>. 






~N ù T A S £'S X". A' 






( Pag, 45 * , calcolo integrate S. 577 ) 4*^ 

S > . • '}• -Al ' ■’ 

Sopra l’espressione del coseno (teff angolo 
Jormet-o da. due pif*m \ •'deìerminttUi' aS- 4 
retlwnmte poH nuovp pte^o 

Proponiattiocl d' seioglieiv direltarueute, qua-'* 
sto problema. Trovare .il coseno ttell inclina- 
zione di due pianu ^§i«Atio I)Bi, DC , Cl> 

( Fig. 52 ) le tracce ìli 1rn piano DBG sui 
piani coordinati , <ì cnivfcssi ^retlaagoUri sond 
direni sccombj le >retie AB , AC , AD; clita- 
miatuo AM.yCL;, i AD^ ? iweseu.-, 

liaitio con » » Pi > a 

DBG forma co’ pumi de^e jr> delle xz , e del- 
le xf rispcttu iiihcuie ^ le della 

nerlVcic BCD sopra* ijiiesti piani , essendo^ 

^ jivrcmo , dietro la preccdei^o . 



bc 

— > 
•1 

nota. 
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W»' ^94 tmn. 

■ t)BCcos; 4 ii ; DBCc(ys'r=’ ~ ;;• "’' " 

'■■"s '' ‘,r '■• • ^*- a-* 



/■>« i •tu'"'' ■4*- .‘.-rvy<' 

* ■ * « DBCcos> =-“^ 



li 



a 



. . . (18) ; 



>-• L-,V- . ^ 



elevando a quadrato ciascheduna di quest’ eJ‘ 
quazJoin, se ne prenda la somma, c quel- 
la de quadrati de’ coseni ai . riqiniazw col- 
« 'Unità, SI otterrà, dopo l’estrazione della 
radice quadrata 

DBG =5 

adstituendo questo valore nella prima dell’ ct 
qiiazioni (18),. se ne dedurrà 

. ì. ^ ^ • A ' 



XXìiy = 






M <■ 



V, + *! + fi»' A..Ì." 



(*9)' 



a’ ’ é’ 

S ”™ '‘f,+ B>- + C= + D = „ |■c,|al..ione 
del p.,„o DBG. se s, fa /=„, si a,ià 
4 J: -f- Ca -|-P=o; questa ci dà ^ 

^ •<■ » - ■. i.’ ,v -,if ,■ . 

■ iÌ« 3 C* Il ^ ^1 



»i’”. 






. V- 

-- t -C C ' 

C^me si sa che nell’ equiizioqc della iinea^èl-! 
la. posta s^^to df questa roìrina,’il cuciaciente 
j ,5 '■“Pfescnla la tangente ^ trifjonomclrica 
dell angolo formato dalla retta coli’ asse del-. 
4e JCf avremo 



I 



A 



tangDBA =-^ 

Ve* 



Coogle 



V 



-V 



EM‘MCSStOHE B*l- CO*KSO DELL ^ 

ma il triangolo rellangolo DBA ci da ■* 






c 

tangDBA=-; 

a 



4 — - 



.■paragonando fjnesti.due yalori , si avra 

facendo in segnilo x— o neir equazione del 
piano, per aver ql|eUa della sua traccia tu 1 
piano delle ay , si trova BenaneWe 

r* B* ' - Ita 



r* B* - 

- _v • : i- _c- 5..^ 

« fiosiilucndo questi valori selli equaiionc 

A ^ lia ^ ^ -y 



<OST*= 



\i»v3r — — -• — ■■ - 0 

A r A* B' , . • 

V«-f^ + rr ’ ' 

Cira se r equazione del piano si divida per Q, 
e che. snccessivaoienle essa*si difFerennzit pac 
rispetto alle variabili x. ed jr y si troverà - ^ 
de ’♦ A dz‘5 B - '■<' i 

» ■ E- 

aestiluendo qtiesu valori in quello di cofi^^ ài 
«vi’à infine > 

* « 

'r ■ . ^ 

■ + O + (f 



^ •. 



■ * 



«1 



^ é 






r 'jiv ^ 4 






N o 






** 4 



f\, .".i' * <• 

S E T T 

...... 



I K A 






• ( Pag. 175 , calcolo integrale §. 4*7 ^ 

k.i't- A ^ .vii. :. < *.i 

Jw/Za curva a dc^ia ewvaluray, ohe p^ò 
mtere costruita per' mezza di due equatioÈi 
tra We vptiabiU‘ 

J..,.> -i " j, A 0 > - ’S, l-.ii Ij ■' fi* I. 

irÈ JaoHe dànnalrarè e<{o«£roni i<s^ 

pag.. 17& 4»l caleeio iintegralQ ). ’ 

ad luia CMKva a doppia cnrv attira. A uic og- 
galtO' aainiiioiuo l» jr in s , o te z io / » af^. 
in di situare gK assi eoorduutti iu una posi-:, 
jtfona più iraot ag'gio 9 a ■ per la notfrit dimoslra.<i, 
aione, avremo P equafioni ■ '<• ' 



Z' + 2X/ +>*^0 . (JMI) • 



Sr 



ix + 3j* % x? o'.y 

f > . .A' 

Se la prima fosse sola, si polrcbbè^per me»- 
,10 'SUO' costruire una snpérneiè curva:, Infatti 
“•B: per tuli’ i punti del' piano dèlie xri'xlife ' 
supporremo ‘ai- àolilo^orizontale , efèviaino 
delle pcqietidicolariv'i valori uc Saranno de- 
terminati ,per mièzzo dell'^^^UaiionC (ao) ; c 
si vede tlie reslremilà di queste ordinate z 
ri'onuecantto Uuar superfiòie otirva. Quando. ari - 
cune di queste ordinate sono imaginarie'; ù 
uu indizio, cUe la^^uperiine nou si 'estende 
versQ quella parte.,' ove esistono tali osdinate ^ 
iiuag^arie.y ^ • \ \ .. 

Se iabi^a^ riguardo all* equazione 
stabiliimo Cuu Ciò, tra a; ed j Uii4 u;iazLoiteK 



X 



«9 



«. < . • 

K 

tIITEGnl2- EQCA*. DIEf. 

"■ élie assoggetta i piedi delle ordinale a ad 
ser sulla curva , che appartiene all’ equaz:oii€f 
e si vede che in queslò caso T estremi.- 
tii delle ordineté z non formano più una SU'* 
perGcie , ma una curvai II sistema di queste 
coordinate z costituisce allora mia superGcie 
cilindrica ^ la Cui integrazione col piano dello 
ayr è data dall* equazione (a f)« L* inlersezioi» 
di questa superficie con quella , che determi- 
na 1* equazione i. precisamente la' corvo j. 

di cui abbiamo parlàto, ed egli "è evidente^’ 
che questa curva è a doppia curv*tura /'poirt' 
che si sa che l* inlersazioue di due superficie 
’’ curve forma una curva a doppia curvatura^ 

-Nota o t t a y 

( Pag. n»4 » t^tlcol® intégrale 3. 48^ 

^ ' 'n * 

Nuova dimostrazione eoncfmcnlè V iniegt'azioHe 
deW equazioni differenzdali parziali. 

Si è Veduto Ucll’art 4 ^ 3 , che s« lulfegrando 
1* equazione » i/ ■ . " ‘ «.h 

M ~ -f. N = o » , . 

djc ry' 

nella quale M ul 1 ^ sono funzioni di x d« f 

e di sf otterranno dùe‘ rulegrali'XI =3<r 

si ha necessariamente ti == 90. Essendo dèlia 
massima imporiansa U dinaoslrazionc di qtie- 
, sto leoieni.T, el)btamo cercato dateli 1’ ullitoo. 
grado di *tigqire nel seguente mduo. 
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K07À OTTAVA . , , 

U e V rssendo funzioni di .r, d! e di 
]« costa mi a ^ e. b possono essere considerale 
come funzioni di nucsta stessa variabile , in 
virtù dell’ equazioni U = «, e V 
ciò se quest’ equazioni si differenziano, si avrà- 

dfl = Xdx + Ydr + Zdz è / ^ ' 

d^=ìXMx.f Y'dr +Z'dsj* * ; ' 

4|h • ■ 

questi differenziali debbono, essere nulH ■» 
sendo a 'e b costanti ; perciò 1’ equazioni 
da = o , d^=o portano necessariamente a 
queste altre 



^ Xir+-Uf.+ Ziz=o » - • • 

x'd»' + \'<!r + z'(i2=of'‘ • ‘ 

Se io quest’ equazioni divise, per dr si so- 
stituiscano i valori di ds , e di dr tirati dal- 

dz-J-Ndx=o, dj'— M(ir=o . , . (a5) 



dalè* nella'*^ pag. " a4? calcolo integrali 

(§. 47^) > ®' ^ ' 

,X-|- YM~ZN=o. X'+Y'M -Z’N:^o; ’ 

* \ ' H 

da quest’ equazioni si tirerà ■f» * 

ZX'-XZ‘ X'Y-YX' 

ZT-ZV' ’ Z'Y — Z'Y 

sosiitnendo quest* valori di M , e di^ N neV 
,1’ equazione (a»)> si otterrà > 

ZX'-^XZ/ dsv**»» 

•; -Jp-+-7?y7rW' ^ 

■ * - » 



Di. 






Xk; 
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+ r- 



vy - Y'x 



ìf 

■a6p. 



Z'Y - Zi ' 



=3 O 



(a6) 



i cocificienlj — - — ^ ®." 7 ^ si Jcduc»>«o dal- 
djt d;- 

J C(|uaxiuoi ^a5) , le qi^ali danno ‘ 

ikT 4)' » dz 

V* — =— N. — 

, ’ dx - ’dj / ; . 



V ^ 

J v<» 



cb dx 



, .. . , d.vd^-V M i J 

costituèndo questi valori di~,iè df— 

dx Ay 

T equaiìoue (i6), e iaceqdu svanirò il d«ao^ 
{uifiatore , si troverà 

* * • ,' ? '• ’#•»'" rf*. '4i 1 ** 

/< — (**y -zy')n-^(zx'-x2^5*.-^ì» :• 

• + X'Y = i, > t ‘ ^ -• ■ 

l« quantità X, Y , Z, ch’entrano* fn qacsta 
equazione non sono sempre, note, pòiodiè deb- 
bono averai. dalla, differeoziaz ione dell’ cqu». 
^^0 Uf=a e V= Ih. Cerchiamo dunque i^U’ 
diminaee 4(il n^ vispltaawìmo X Y , ZA 
tale oggetio ^ riguardando z «onae atra fu«- 

zio^^ dì ^ X e ,4‘ ‘-T;a .^yrewo datf’ cqttaaio- 
IM (aà) ■ .• ■ ^ 

7- =3 Y + Z--, - 3= Y' -f ‘ 

. . dr 

Costittwwk. ìir..A|mDMd M|wssM«Mk-a' 
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<»3<» . i '.< mota ottava " 

di dati dall’ equazióni' (a?) , e‘ de- 

ducendono i valori di.X j di Y, di ^iY > 
irovecemo . „> - '• ,» 

- X= ^ .rl- ZN ; -p +Z'M ^c- : i 

^=■57+ m"’ ir* M,’. 

sostituendo questi valori di X , di Y , di X , 
di Y' nell’ equazioue (128), e «ducendo , 



equazioue 
otlerreruo ‘ 

^drr àb ‘ àa di 



’ 'C'isl. ff '» V. y 

(ag)* 



a; ' òjr ( 1 / dx 

Questa equazione ci fa comprendere , ** 

è funzione di i , ed infatti se abbiamo <^=rZ>» 
differenziando questa ' equazione , troveremo 
d<t = «fidi , da cui tirasi 

b— ^ = ©i — ; ' 

dx ^ “dx dj^ 

eliminando «fi', troveremo r_cquaziòne 

JV Ò T U Ji'T I MA 



' i ^ calcolo integrale ) 



-•« 



integjnzicfie delle funzioni mmniali , 
che m*ìoro 'de'n^mmialori fosti eguali a 
zero , coniengone ràdici imagimuìie ed 
eguaU , »v (."f; . <• ’ , •» • f ’ ‘ 

If , daUft fea^i « 



r- - — ' 
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?7* 



questa specie riduconsl a queUa della foflKiU'- 

. ' 1 1 »• •• • 
la come il modo , m cui et 

siamo servili per intefjrare' questa èspressione 
(pag. 6o , cale. iiUegic^le) è urf poco compli- 
cato , andiamo ad indicare un metodo meno 
diretto , ma eh* è in uso per giuugore f»fon 7 , 
taraentc a questo scopo. ' ' , . ^ 

Si supporrà 

dz ìlz 



A 






(/9' 4- z’)i’ 



+K r~ — .. . (3o) ' '■ • 

o ciocché importa lo stesso 
• dz ' . , dz 

J • • \V <>V ‘«'T 

A- a:- • • ' . •* •• •♦ . . » 



diffcrenzia^ido ha 
iH' + z-y 

4- ll(i 4 a-)-r»s’dz 4 K 



t 7 



o. 



.dz 



.1 jj. » 

■» \ 

. •’ 

Hdzr^- 4 z») , 






(/3‘4zT (^‘4zr/ . • \ 

■ ■ i\\{i (B'-\-z‘)(\z ■ • 

soppriuiendo i '‘fattori comirtii , Si trova 

1=11 y3> .q. q. 2ij^, _ py^ _j_ q. j 

eguaglraado Uéiq i^UmlìlIdtiHlf di z’ , e 



•0 X 



, ' mota ultima 

quelli che ne sono indipcndcnir, si otterrà 
=11/3*-+ K/J' , H + 3(1 — K = b 1 ’ 
questi valori danno , . 



H=. 



M' » 



- ~r-2(p — 1 )/?* ^ 

esscrrdo noti H e K , se ,pe sostituirà il vaio-», 
re i«;a equazione (5o)', e si avrà * 

^ J A - 



'3 



A 



dz 



+ a’)? .. ìQ}.— i)/jr ^ -ir- z*)P-‘ 

4- - dz 

. - i)A*y (jqrp^A- V- (30 ; 

perciò 1 * integrale di - dipenderà da, .* 

Un., altro, nei qtaale d’esponente della- paren-\^ 
wrà ^minore di «na ^ unità. Se nella. 
(3i) si suppone in seguito p =z,p— i, 

- "Si farà dipendere f integrale di p ^ 

.da quello di , è^diiuinuendc) 'co-' 

SI successivamente 1’ esponente della parenlcs?* 

; si gitìguberà finahneute a . . ^ 

J f cui integrale è . , , 

• . r ■ - ' , 

* / 2\ 

—arci tahg = — 1 

i? \ /3,/: v- ...V.. - • 
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tavola 

o. .% ’J' 

-.DELLE MATERIE 



CALCOLO INTEGRALE v 

Delì^ integrarne dJfferenziaU mo^ ' , 
noma ..... ; . . , f •• ; pa„, ’ ^ 
diffhrenmtH complessi ^, la cid integra- 
rne pnò^effettm'si colia re^ta'' deli ’ 

ftl't, 2<J2ì V t 0 

De' differen-zitdi ^ che sUntégì'ano"peì' ^ 
•niezzo degV archi di cerchio. i " E 

Deli i^gTxizi&ne per pani . . \ 

Dell mtàgraziofìé per Krie / J ‘ , a 
Del Ntetod<> . delle Jrxitroni fnzionnli i >5 
Deli integrarne delle Junztóntirnizio- ;' 

Dell integraiione da' d^eienziali Innomìi. 

Delle 'fortnole' di riduzione de’ difl'crcn- : 
ziftJi binomii . . \a 

Dell integrazióne diillc quantità^ che me- r 
chiudono s^i , e àosenì . ' . qo 

Dell integinzione delle quantità esponeii- 
ziaìi e logaritìrtìche. \ , . . q-\ 

Della sei'ie di Gio. /lemoiilU . ' . *, ^pi- 

Della quadratura delle curve . ' . , . . io5 
Della reilijlcaztone delle cicrvè. . "! i n 
Della determinazivne delle superficie- 
jsolidi di rivoluzione. . . . . . . n5 



J 



J iella ruhalura sotidi di rivoluzione . lai 
Della cnliaiura de’ corpi terminati d.a su- 
perficie ctuvc, per mezzo d’integrali 

^•opP*' 

Della quadratura delle supeificie curve . i3o 
Dell integrazione delle J unzioni di due 
variabili. • ^55 

Della sepapazione delle variabili delTe-^ 
auarione lineare di prim’ ordine , e del- . 
le pìnprielà^ delle Jìtnùoui omogenee -% tó6 
Delle condizioni d' hitegrabiìUà delle fitn- 

di due, variabili . Jutegtwùmie del- 
le funzioni y che soddisfano a queste 
condizioni. Eicerca de' fattori proprii 
a remlere integrabili P equceziofii , che 
non lo sono immediatamente. . . . ifìn 

Delle condizioni d’integrabilità delle fun- 
zioni di tre , e di* un maggior nume- — 
ro di Variabili. Integrazione dell’ equa- 
zioni^ di tre varialnli cke sorldisfano a 
tali condizioni. DeH’eqiiazione diion- 
dizione die ha luogo, affinchè P inte- 
grazione dell’ equazioni diflercnziali a • 
tre variabili dipenda da un fattore co- 
mune , e de’ mezzi di soddisfarvi, quan- 
do questa equazione di condizione non 
t^sisle iC, fi 

.t eorica delle costanti arbiiravie 1^6 

Delh soluzioni particolari dell' equazioni 
di/feretitiali di pruri ordine . . . . i8i 
DelP equazioni lineari. . , . . | ^ 

DelV itile gl azione delT equazione simulta- 



J>etr integrazione di iota equazione di ff e - 

•» ■ 
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DèlP etjùaziom differenziaU pnrziaìl tU * ,, 

prinp ordine . ... . . . .aio 

Dell' eqùàzìone differeniidli pntzìah di.se^ ^ . 

coìid’ ordine . . 1 aa|^ 

Della determirràzione delle J^uft^oni ^ ar'-' ~ 
òilrarie y ‘clP entrano ne<A* tnlegfiiU dfl- ^ 

V eijuazioid* diff'erentiim ^ pdi'zlali del]'*^ 
ptird oìYlin& . ‘ ' àS» 

Delle funzioni arliitrarìe . eh’ entrano ne-- 

gl’ uUegrali deW equazioni differenziali 
parziali del secotid’ online. " . . > 



ly Ó T E. 



NOTyl 1 . Sulla maniera di , trovare lo 



sviluppo del logaritmo di x -^h. . , . 

JSOTA'^, òut principio fortdamertkile del 



metodo de’coefjicienti indeterminad. . 


*49 


• 


AO'I'A 3. Sullo sviluppo, deife> poleàia 
del òoaeno , e del Seno in funzione de- 
gli arcìU muUijdici : . 

NOTA k. Sul modo di determinare i và- 


a5o 


■ t 


lumi de' corpi « la cui smperfioie può 


essere espressa da una funzione di una 






stessa variabile 




NUTA^b. Sulla projezione di una super- 
ficie piana 

Nota 6 . SuUa espressione del coseno 


aGa 


.*7 ** 


deir angolo formato da due piani , de . 






terminata dilettamente con un metodo 






nuovo • 1 


iG3 




NOTA 7 . Sopra una curva a doppia cur- 




' 



♦ ' 

* 



1 






yjttHva / efrr cQgpjirta per -i* 

tnezzo (k ^nar/juuziojìiU'a ire yariabiU 
N 0 T 2 iVuo^ù dimostrasToiir-^ N, , ■■ /■- 
^ eifiui zióni 



fer^aiail parzialf. , . . ' ~~r - . 
9fyr A uhìntn. Sult h^teiEFaziunu 



^ . . gfo 



uHwKt^. òu/r ^ Je g^aziunti ^eU^ 
cM j fel'lnro deuor 



c^u(^ a^'n ^ r n tj i e i u j ^ — 

rtSTup ìfnagmahe \ 'ed egUaìi. , . 



mt 
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-TTt. 
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/. ‘ ài sdì ECCILLENZÀ REVERENDISS. - { • 

MONSIG. ROSINI VESCOVO, DI POZZUOLI 

presidente della regia univebsita’ degli studi 

£ DELLA GIUNTA DI PUBBLICA ISTRUZIONE . 

’ ‘ ’ 'il 

' Eccellenza 

: . ^ A * 

•Xjo stampatore Vincenzo Orsini desidera «Rre al-' 
le stampe gli Elementi del Calcolo Differenziale ed 
Integrale di IflI Boucharlat , tradotti in italiano . 
Prega V. E. Revercndiss. destinare il Reyisore Re- 
gio , e r avrlk ecc. 
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PRESIDENZA DELLA GIUNTA 



DELLA rVBBLICA ISTRVZtOBE. 

, /i di i 3 lUcembrc 1823 , 

li Regio ReTÌzore Signor Biagio Roberti ayrli 
compiacene di rìredere 1 ' Opera soprascritta , • 
di osservare se vi sia cosa «ootro la Religione , ed 
i dritti della Sovnnitli, 

> il Deputata per la revisione de' libici 

Canonico Francesco Russi, 



ICCE10.ERZA BEVEREKIUSSIMA 

Sono di grandissinsa utilità pei studiosi delle Mate- 
matiche gli Elementi di calcolo Dìjfferenxiale > ed Jn- 
iegrale di MJ Boucharlat , che tradotti nel nostro 
Idioma si vogliono dal signor Orsini rendere di pub- 
blica ragione. Sono quelli scritti con precisione in- 
sieme , e con chiarezza. Niente v' è , che ai sagri 
dritti si opponga della Religione , • della Sovranità . 
Sor di avviso , che possa permettersene la stampa. 

Napoli 20 Febbrajo 1824. 

Jl Regio Revisore 
Biagio Roberti. 



(fapoli 3i Maggio t8>S« 



PRESIDENZA DELDA GIL’NTA 

(EB LA PUBn(.ICA ISTRUZIONE, 

'Vista la dimanda dello Stampatore Vincenzo Or* 
sini , con la quale chiede di voler stampare gli £-/e* 
menti del Calcolo differenziale ed integrale di M' 
Boucharlat. 

Visto il favorevole parere del Regio Revisoie Sh 
gnor D. Riagio Rubcrti ; 

Si permette che gl' indicati Elementi si stampino, 
però non si pubblichino senza un secondo permesso, 
che non si darò se prima lo stesso Regio Revisore 
non avrà attestato di aver riconosciuta nel confronto 
uniforme la impressione all' originale approvato, 

II, PRESIDENTE 

M, CQLANGELO. 

Jl Segr. Gcner, membro della Giunta 
V Aggiunto 

‘ AA IONIO COPPOLA, 
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